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В С Т У П  
 

Задача вдосконалення теоретичних основ стабілізації технічного стану 
вузлів тертя повинна вирішуватися на всіх етапах їх життєвого циклу: 
проектування, виготовлення, випробування, експлуатації, обслуговування і 
ремонту [26, 31, 96, 104, 106, 118-123, 125, 211, 215, 225, 231, 249, 254-255, 266, 
274, 279, 291]. 

Дуже важливо, по можливості, найбільш точно визначити режими 
роботи в елементах обладнання з урахуванням чинника керування ними, 
значною мірою що визначає формування режимів роботи, а також всієї 
різноманітності умов їх експлуатації [71-72,  211]. 

Під режимом роботи розуміється сукупність сполучень різних рівнів 
навантажень, швидкості, температури з тривалістю їх дії. Складність і 
різноманіття режимів навантаження є слідством різноманітності умов їх 
експлуатації. нестабільності і істотної відмінності фізико-механічних 
властивостей металів, різноманітності виробничих процесів і операцій 
технологічного процесу [20, 71-72, 100, 130, 135, 139, 148, 156, 284-286].  

Підвищення стабільності технічного стану машин є однією з 
найважливіших задач забезпечення економічної ефективності суспільного 
виробництва і прискорення технічного прогресу. 

Керування показниками надійності машини на етапі проектування 
нерозривно пов'язане з розробкою і вдосконаленням розрахункових методів їх 
визначення. 

Частіше за все  конструктори вдаються до змащування зон тертя рідкими 
мастилами [118-123, 125, 211, 215, 225, 231, 249], закладаючи в розрахунок деякі 
усереднені триботехнічні параметри. Малі втрати на тертя при змазуванні 
рідинами підвищують коефіцієнт корисної дії (ККД) механізму, а також 
знижують температуру нагрівання деталей [13, 25, 32, 50, 103]. 

Але рідкі мастила вимагають складної системи мастильного обладнання 
на кожному механізмі [50, 132-133, 160-161, 211]. Місце підведення мастильних 
матеріалів (ММ) до поверхонь тертя і способи розподілу його по поверхні дуже 
важливі для організації надійного змазування. 

Мастильні канавки служать для розподілу підвідних ММ по поверхнях 
тертя, підвищення інтенсивності охолоджування за рахунок більшого 
прокачування ММ через підшипник, зменшення витоку ММ, видалення твердих 
сторонніх частин і продуктів зносу з ММ з поверхонь тертя, акумулювання ММ 
і відновлення граничної мастильної плівки в місцях її руйнування [13, 32, 133, 
161, 200, 222]. 

Така технологія залишається і нині, незважаючи на існування значної 
кількості антифрикційних самозмазувальних матеріалів, які можуть працювати 
більш ефективно за рідкі та консистентні мастила і довший час не вимагають 
ніякої заміни [17, 19, 36, 148, 220].  Нині ці матеріали широко застосовуються в 
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авіаційній та космічній промисловості, в транспортних машинах, в загальному 
машинобудуванні, але практично не використовуються при конструюванні 
ковальсько-штампувального обладнання [4, 11, 95, 274, 306].  

За складом усі полімерні самозмазувальні матеріали (ПСМ) [90, 240, 284, 
286] можна розділити на наступні групи: композиції, що містять, головним чином, 
антифрикційні добавки (наповнювачі) зі складною анізотропною структурою 
(графіт, дисульфід молібдену, нітрид бору, диселеніди металів і ін.), полімерна 
зв'язуюча і пластифікатори (додаткові мастила), такі матеріали мають більш 
низький коефіцієнт сухого тертя f  у порівнянні з початковими матеріалами, 
завдяки виникненню при терті на поверхні контактуючих тіл плівки з сухого 
мастила, що знижує адгезійну складову сили тертя і підвищує опір впровадженню 
мікронерівностей контртіла; композиції з комплексними наповнювачами, 
поліпшуючими фізико-механічні і триботехнічні властивості матеріалів; в цьому 
випадку нарівні з антифрикційною добавкою вводять зміцнюючий наповнювач, 
наприклад кокс, скляні, вуглецеві, металеві або полімерні волокна, тканина і  
поєднання таких наповнювачів може приводити до синергічному ефекту, зниження 
не тільки зовнішнього, немає і внутрішнього тертя, створення ефекту ковзання при 
формуванні виробів, зменшення витрат енергії на отримання композицій; 
комбіновані самозмазувальні матеріали типу метало-полімерної стрічки, в якій 
поєднуються переваги складових частин металу як несучої і теплопровідної основи 
і полімеру (наприклад, суміші фторопласту і дисульфіду молібдену) як 
антифрикційного самозмазувального шару, що забезпечує надійний захист 
поверхні тертя від схоплювання. 

Фторопласт [90, 180, 240, 284, 286] займає особливе місце серед інших 
полімерів. Він має досить низький і стабільний коефіцієнт тертя, наприклад, f = 
0,04 при терті по сталі і f= 0,05– 0,09 при терті по фторопласту. 

Поліаміди мають досить низький коефіцієнт тертя і по цьому показнику 
поступаються тільки фторопласту і поліформальдегіду, однак по зносостійкості і 
несучій здатності перевершують їх. Для поліпшення міцності поліаміди армують, а 
для зменшення f і зносу наповнюють сухими мастилами. Як мастила 
використовують графіт, MoS2, нафтовий обпалений кокс і інші речовини, а 
армуючими добавками є скло- і вуглеволокно, тальк і ін. [156].  

Внаслідок своєї низької адгезійної здатності, хорошої механічної міцності, 
хімічної інертності і легкої обробляємості всіма відомими методами поліетилен 
(ПЕ) широко використовують як полімерну основу для антифрикційних 
композицій [179]. Особлива увага була приділена поліетилену низького тиску 
(ПЕНТ), що має більш упорядковану структуру молекул, більш високу щільність, 
міру кристалічності (75-85 %), механічну міцність, модуль пружності при вигині і 
теплостійкість. 

Широке застосування в машино– та приладобудуванні як підшипників 
ковзання і кочення, працюючих без мастила, знаходять антифрикційні 
самозмазувальні матеріали на основі поліарилатів  [11, 18]. 

Триботехнічні випробування антифрикційних матеріалів включають 
оцінку їх протизносних, протизадирних і антифрикційних властивостей на 
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лабораторних приладах або установках з випробувальними зразками простої 
геометричної форми (площини, циліндри, сфери), на моделюючих машинах 
зразками у вигляді серійних деталей машин або спеціально виготовленими 
аналогічними деталями (зубчаті колеса, деталі поршневої групи двигуна 
внутрішнього згоряння, підшипники ковзання або кочення та ін.) і 
безпосередньо в реальних вузлах машин і механізмів в умовах експлуатації. 

При випробуваннях на машинах тертя в умовах експлуатації на отримані 
результати  крім основних параметрів (відносної швидкості руху тертьових 
поверхонь, тиску, температури), впливають умови роботи машини (наявність 
частих зупинок і пусків, змінність навантаження і швидкості, наявність вологи і 
інших корозійних агентів, а також абразивних частинок у навколишньому 
середовищі та ін.). У цих умовах важко виділити найбільш важливий параметр, 
що впливає визначальним чином на поведінку антифрикційного матеріалу. Для 
зменшення цих впливів випробування повинні бути тривалими і проводитися 
паралельно на декількох однотипних машинах, на що потрібно багато часу і 
коштів. Тому у більшості випадків експлуатаційні випробування застосовують 
для остаточної перевірки оптимальних мастильних матеріалів, відібраних 
внаслідок серії лабораторних і стендових випробувань [14, 63-69, 74, 99, 124, 
160, 180, 188, 209-210, 237, 294]. 

Стендові випробування на моделюючих машинах дозволяють визначати 
трибологічні характеристики матеріалів в умовах тертя реальних деталей машин 
і механізмів при контролі всіх параметрів, що впливають на процес тертя.  

На відміну від випробувань матеріалів в умовах експлуатації і на стендах 
лабораторні випробування не вимагають великих витрат часу, вони у більшій 
мірі дозволяють змінювати умови на поверхні тертя і виділяти основний 
параметр, який діє на трибологічні характеристики антифрикційних матеріалів. 
Умови випробування на приладах відрізняються від дійсних умов роботи в 
реальних машинах, однак переваги лабораторних випробувань сприяють їх 
широкому застосуванню, особливо для розробки нових добавок і мастильних 
композицій (контроль навантаження, швидкості, температури, можливість 
вимірювання сили тертя, зносу, малий об'єм досліджуваного мастильного 
матеріалу). 

Запровадженню полімерних матеріалів заважає відсутність єдиної методи-
ки підбору оптимального матеріалу для конкретного вузла тертя ковальсько-
штампувального обладнання з урахуванням його режимів роботи та фізико-
механічних властивостей матеріалів пари тертя. 

Існуючі методики фізичного моделювання тертя, незважаючи на декларати-
вну універсальність, насправді є реалізацією конкретної схеми тертя, яка непридат-
на для випробування в інших випадках і отже потрібне створення власних фізичних 
моделей. Вони вимагають отримання значної кількості фізико-механічних власти-
востей матеріалів пари тертя, сам процес якого такий же громіздкий, як і триботех-
нічні випробування. До того ж, всі ці параметри в процесі тертя змінюють свої зна-
чення, отже розрахунки за існуючими теоріями тертя і зносу для полімерних мате-
ріалів придатні тільки для початкового моменту тертя. 
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Розрахунки термофрикційного нагріву потрібно робити для всіх вузлів 
тертя, де застосовуються антифрикційні полімерні матеріали, оскільки збіль-
шення робочої температури на 20-30 градусів може змінити коефіцієнт тертя та 
знос у декілька разів. 

Крайовий кут змочування матеріалів може вважатися інтегральним па-
раметром, що характеризує адгезійні властивості полімерних матеріалів у про-
цесі тертя, але для нових матеріалів його значення невідоме, отже потрібна 
установка для його визначення при зміні температури, але такої конструкції не-
має. 

Процес тертя часто супроводжується якісними змінами в його перебігу, 
отже існуючі методики апроксимації експериментальних даних не дозволяють 
їх врахувати, оскільки вся методика апроксимації базується на теорії гладких 
кривих. А для можливих розривних функцій такої методики немає. 

Моделювання процесу тертя потребує можливості перерахунку результа-
тів випробування моделі на натуру. Але при застосуванні тих же матеріалів, що і 
в реальній парі тертя, вимагає, при розрахунку масштабних коефіцієнтів пере-
ходу, значної зміни режимів випробувань. Але і самі експериментальні установ-
ки не завжди можуть відтворити режими роботи реального вузла тертя. Така 
проблема викликає потребу підбору потрібних значень масштабних коефіцієнтів 
переходу, але методика такого підбору не існує. 

Плани експерименту, які розроблені натепер, вимагають, або значної кі-
лькості експериментів, або, і водночас, дотримання фіксованих значень чинни-
ків, що не завжди можливо дотримати або просто дорого, для використання. 
Для планів же типу «властивість–якість» кількість експериментів росте в степе-
невій залежності, що робить їх просто непридатними для планування експери-
ментів по підбору потрібних матеріалів для конкретної пари тертя. 

І оскільки графіки зміни триботехнічних параметрів є багатокритеріаль-
ними, необхідне використання алгоритму глобального пошуку екстремуму. Іс-
нуючі алгоритми не гарантують знаходження глобального екстремуму, що може 
призвести до помилок у підборі матеріалів для вузлів тертя ковальсько-
штампувального обладнання. 

Застосування полімерних вкладишів в сферичних шарнірах потребує ме-
тодики розрахунку моменту тертя та усадки вкладиша під робочим навантажен-
ням, але такої методики немає. Немає і методики розрахунку форми таких вкла-
дишів, а також впливу хвилястості поверхні кулькової п’яти на процес тертя по 
полімерному матеріалу. 

Відсутня точна методика розрахунку та проектування параметрів кулько-
вого передавального механізму, який є перспективним для застосування замість 
гідропередач. 

Для моделювання процесів тертя необхідно визначитися з типами вузлів 
тертя в ковальсько-штампувальному обладнанні та з характерними для них ре-
жимами роботи. 

Вирішення таких задач і присвячена ця робота      
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1. ФІЗИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 
 

Фізичне моделювання процесів тертя залишається і досі актуальною на-
уково-технічною задачею, незважаючи на те, що за останні 50 років сучасна на-
укова думка напрацювала практично вичерпний математичний апарат, який те-
оретично дозволяє розрахувати значення як сили (коефіцієнта) тертя, так і зно-
су. Але визначити всі ті фізико-механічні параметри, що входять до формул, та 
ще й розрахувати зміну їхніх значень у часі залежно від змін тиску, швидкості, 
температури (або й отримати зміну температури від фрикційного нагрівання) 
надзвичайно важко. Таке визначення вимагає експериментальних досліджень і 
не менш складне, а часто й набагато складніше, аніж пряме експериментальне 
визначення триботехнічних характеристик. 

З іншого боку, матеріалознавці створюють нові і нові матеріали, призна-
чені для роботи в умовах сухого тертя, але такі, що забезпечують значення кое-
фіцієнту тертя одного порядку з тертям в умовах змащування рідкими мастила-
ми. Ці самозмазувальні матеріали мають надзвичайно важливе значення для 
ремонту вузлів тертя, оскільки вони дозволяють поновити, а інколи і зробити 
кращими їхні параметри, ніж після промислового виготовлення. 

Ще однією причиною нагальної потреби застосування цього методу до-
сліджень є значний вплив геометричних параметрів конкретного вузла на ре-
жими тертя в ньому. Часто цей вплив неможливо відокремити від чисто трибо-
технічних факторів, отже виникає потреба в побудові фізичної моделі цього ву-
зла, особливо у випадку, коли натурні випробування занадто дорогі або немож-
ливі, коли проектований вузол працює в нестаціонарних режимах роботи. 

Тому важливу роль відіграє фізичне моделювання з як найточнішим від-
творенням режимів тертя (зміна температур, широкий діапазон навантажень, 
різні схеми тертя і т. ін.), які існують в машинах та агрегатах. Це викликає під-
вищення вимог до уніфікації стандартних методів випробувань на серійних 
машинах тертя і проведення досліджень триботехнічних характеристик пар те-
ртя з урахуванням їх конструктивних і кінематичних особливостей. Перспекти-
вним є розширення функціональних можливостей серійних машин тертя. 

Недостатність реалізації функціональних можливостей машин тертя типу 
МДП-1 і МФТ-1 [63, 74, 99, 180, 188, 238, 294] обумовлюється схемою випро-
бувань тільки для обертального руху при порівняно високих навантаженнях в 
парі тертя, що являє собою пустотілі циліндричні зразки діаметром Ø20х28 мм. 
Тому їх конструкція потребує доробок під кожну, з існуючих, схему тертя. 

Окрім того, як показано в [48, 64, 83], дуже важливим є оцінка адгезійної 
складової сили тертя, яку можна зробити шляхом вимірювання крайового кута 
змочування поверхні тертя антифрикційного матеріалу. Як виявилося, цей па-
раметр залежить від температури і корелює в ній з адгезійною складовою сили 
(коефіцієнта) тертя. Отже, важливим для визначення триботехнічних характе-
ристик матеріалів є не тільки моделювання, але й визначення крайового кута 
змочування залежно від температури. 
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В цьому розділі наведені розробки конструкцій фізичних моделей тертя 
в різноманітних схемах, які практично забезпечують можливість випробування 
в режимах роботи, існуючих в техніці. Ці фізичні моделі можуть бути побудо-
вані на базі серійних машин тертя МФТ-1 та МДП-1, бо використовують осно-
вні можливості цих машин – привод обертального руху, який можна регулюва-
ти, та система навантаження через пневматичну мембрану на нерухомий зразок. 
Тензобалка, що вимірює момент тертя, забезпечує відносно точні вимірювання 
цих параметрів, а дообладнання вимірювальних приладів, серійно представле-
них шестиканальним КСП-1, шлейфовим осцилографом, дозволяє вимірювати 
миттєві значення сили (моменту) тертя. Інші пристрої, описаний тут, –  прилад 
для вимірювання крайових кутів змочування матеріалів рідиною при зміні тем-
ператури та прилад для визначення типу зносу. 

 
1.1. Обґрунтування застосування фізичного моделювання триботех-

нічних процесів при наявності теоретичних методів  розрахун-
ків 

 
Однією з основних проблем сучасного машинобудування є розробка і 

дослідження триботехнічних процесів тертя і зносу в машинних агрегатах. Фу-
ндаментальні аспекти проблеми тертя і зносу широко розвинені в роботах [77, 
140–142, 218]. На основі теоретичних і експериментальних досліджень отрима-
ні початкові рівняння для визначення коефіцієнта тертя при пружному і плас-
тичному контакті шорстких тіл. В цих роботах проведене дослідження і отри-
мані рівняння для визначення значення коефіцієнта тертя при роботі вузла в 
режимі зовнішнього сухого тертя. 

Виходячи з фундаментальних уявлень молекулярно-механічної теорії 
тертя, коефіцієнт зовнішнього тертя складається з молекулярної і деформацій-
ної складових     

 

f =fM + fg .           (1.1) 

При цьому розрізнюють чотири основних види контактів: 
- пружний ненасичений контакт; 
- пружний насичений контакт; 
- пластичний ненасичений контакт; 
- пластичний насичений контакт. 

Відповідно для цих видів контактів  [132-135] формула (1.1) має вигляд: 
11
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де fK.Н.У., fК.У., fК.Н.П., fК.П. –  відповідно коефіцієнти тертя при різних контактах; 
τ0, β – фрикційні параметри; НВ – твердість за Брінеллем; ν  – параметр опорної 
кривої; h, hu – глибина впровадження. Індекс u означає середнє значення пара-
метра; ε, εu – відносне зближення; Е – модуль пружності; Rmax – найбільша висо-
та нерівностей профілю; r – приведений радіус нерівностей; αэф  – коефіцієнт 
гістерезисних втрат при суцільному напруженому стані; μ – коефіцієнт Пуассо-
на; К1  – константа геометричної складової коефіцієнта тертя. 

Як бачимо, формули (1.2)–(1.5) в значній мірі мають чинники, що по-
вторюються. Для подальшого аналізу їх потрібно об’єднати в одну зі змінними 
коефіцієнтами, щоб уніфікувати чисельні розрахунки. 

Приймаємо залежність коефіцієнта тертя від температури [142]:  

0 0
2 ;t

t gf f е f е
α υ

δ ν
µ

⋅∆
∆= +     (1.6) 

де 
0µf ,

0gf – відповідно молекулярні і деформаційні складові коефіцієнта тертя 
при 0оС; е – основа натурального логарифма; α, δ  –   температурні  коефіцієнти; 
Δt – змінна температури; Δυ – змінна об'ємної температури. 

Залежність для  фрикційних параметрів τ0, β [77-78]: 
1

0 1( ) ;КА T C е
β

δτ = ⋅ ⋅     (1.7) 
1
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К

β
δ

β
δ
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де   А(Т)  –  функція від температури ; C1=dV/dz – градієнт швидкості в на-
прямку перпендикуляру до тертьових поверхонь; β, υ – константи при постійній 
температурі; K –  постійна Больцмана. 

Приведемо їх до вигляду:  

     0 1

z
TA eτ = ;             (1.9) 

 2 ;
z
TA еβ = ⋅             (1.10) 

де А1, А2 – змінні коефіцієнти; K
z 1β

= – константа при постійній температурі; T– 

абсолютна температура, К. 
Як показано в [77, 142],  глибина заглиблення h, hн має таку залежність 

1

max
rРh R bHB

ν =   
,      (1.11) 
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де Рr  –  питомий тиск на поверхні дійсного контакту; b – параметр опорної 
кривої. 

Параметри шорсткості пов'язані між собою такою залежністю [75] 

max 2 5p aR R R= ≈ .     (1.12) 
 

Оскільки ГОСТом [62] установлений стандарт на Ra – середня висота 
нерівностей профілю тертьової поверхні, надалі будемо використовувати зале-
жність aRR 5max ≈ . Найчастіше звичайно відомий контурний тиск на всю пове-
рхню матеріалу Рc, а не тиск на дійсну поверхню контакту Рr, то при перераху-
нку цих величин використовуємо залежність [135]   

 
0,430,86

0,14
0,86 2 0,86

0,61
2 (1 )

a
с

Е RР Рrτ µ
 = ⋅  −

  ,   (1.13) 

відносне зближення ε, εu приймаємо виходячи з вираження (18) з [130] 

1 1

1

( )bv ν
ε

−
=  .           (1.14) 

Поєднавши формули (1.2)–(1.5), з урахуванням формул (1.9)–(1.10) і  
вводячи всі додатки у відповідних степенях, отримаємо узагальнюючу формулу  
(1.15),  показники степеня якої наведені в табл. 1.1 

 

[ ]

[ ]

1 2
3

4

5 6

1
2 2 2

. 1 1
max21

1 1
2 2max

11 1
2 2 21

(1 ) 1
( 1)

( 1)

0,4 0,2
( 1) 0,25 ( 1)

( 1)

z z
T T

ТР
u

эф эф
u

е r v A еf А Е v v R THB v v Кh

a h а R v v v v Кr
K v v r v

α α
α

α

α α

µ
ε ε

ε ε

   
     − ⋅   = + + − −         −  

    ⋅     + ⋅ ⋅ − − −         ⋅ −   

7 81 1
2 2

( 1)2
нh hv v v h

α α   
       − −                  

  

Таблиця 1.1  
Значення показників степені у формулі (1.15) 

Вид   контакту a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 
Пружний  ненасичений  контакт    1 1 0 0 1 0 0 0 
Пружний  насичений  контакт 1 0 ½ 0 0 1 0 0 
Пластичний  ненасичений  контакт 0 0 0 1 0 0 1 0 
Пластичний  насичений  контакт 0 0 0 1 0 0 0 1 

 
Для спрощення формули (1.15) приймаємо параметри опорної кривої b і 

ν, а саме (для більшості шорстких поверхонь конструкційних матеріалів) [77]:           

b = 2; ν = 2. 
Тому формула (1.15) буде виглядати 
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 Враховуючи формули (1.11), (1.12) і (1.14) отримаємо формулу (1.17)  
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 де 2K
h
hн ≅ , а степеня α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8 у формулах (1.16)-(1.17) відпові-

дають значенням в табл. 1.1. 
Цифрові коефіцієнти у відповідних степенях виносимо у коефіцієнти А1, 

А2, А3. Тоді отримуємо наступну формулу і табл.1.2  
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 .(1.18) 

 
Таблиця 1.2  

                           Коефіцієнти  А1, А2, А3 у формулі (1.18). 
Вид   контакту А1 А2 А3 

Пружний  ненасичений  контакт 0,12 1 0,13 
Пружний  насичений  контакт 1,3 1 0,08 
Пластичний  ненасичений  контакт 1 1 1 
Пластичний  насичений  контакт 1 1 0,65 

 
Значення α , як і раніше, відповідають табл. 1.1. Спростимо (1.18) 
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   
+ ⋅    

      

     (1.19) 

Оскільки, αэф – це коефіцієнт гістерезисних втрат, а отже, величина таб-
лична, то її можна внести в змінну частину коефіцієнта А3.  

Зробимо наступні заміни:    
2 2 2

2 3 3 4 4 5 6 7 8 5 5 7 8 6.
1 1; ; ; ( ) ; ( )4 2 4 2 4

α α α
α α α α α α α α α α α α α α= − = − = + + + = + + =  

 
Таблиця 1.3  

Значення степенів у формулі (1.19) 
Вид    контакту a1 a2 a3 a4 a5 a6 

Пружний  ненасичений контакт 1 ¼ -½ -½ ½ ¼ 
Пружний  насичений  контакт 1 0 ½ 0 ½ 0 
Пластичний  ненасичений  контакт 0 0 0 1 ½ ¼ 
Пластичний  насичений  контакт 0 0 0 1 ½ ¼ 

 
З урахуванням зробленої заміни і формули (1.13) отримаємо 
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 (1.20) 

 

Або спрощуючи це вираження маємо: 
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 (1.21) 

 
У формулі (1.21) ми винесемо коефіцієнти 0,3 і 3,5 в цифрову частину 

коефіцієнтів А1 і  А3. 
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Таблиця 1.4  

Значення цифрової частини коефіцієнтів А1, А2, А3 у формулі (1.21) 
Вид  контакту А1 А2 А3 

Пружний ненасичений контакт 0,64 1 0,25 
Пружний  насичений контакт 1,3 1 0,08 
Пластичний  ненасичений  контакт 1 1 1 
Пластичний  насичений  контакт 1 1 0,65 
 

У формулі (1.21) зробимо наступні заміни:  
1 2 1 5 6 5

2 3 2 6 6

2 3

7 ; 3 ;
3 ; 7 ;
7 ;

α α α α α α
α α α α α
α α

− = − =
− = =
=

 

Остаточно узагальнене рівняння для визначення коефіцієнта тертя має ви-
гляд 
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.          (1.22) 

 

Таблиця 1.5 
Значення степенів у формулі (1.22) 

Вид  контакту a1 a2 a3 a4 a5 a6 
Пружний  ненасичений  контакт -3/4 5/4 7/4 -1/2 -1/4 7/4 
Пружний  насичений  контакт 1 -1/2 1/2 0 1/2 0 

Пластичний  ненасичений контакт 0 0 0 1 -1/4 7/4 

Пластичний  насичений  контакт 0 0 0 1 -1/4 7/4 

 
Коефіцієнти А1, А2, А3 мають як постійну (цифрову)  частину, так і змін-

ну.  Цифрова  частина цих коефіцієнтів наведена в табл. 1.5, а змінна частина 

має вигляд:  1 . 2 .( ) ; ( )пер пер

dV
dV dzA А Т A А Тdz K

γ⋅
= ⋅ = ⋅ , причому в А3 змінна час-

тина відсутня. 
В процесі спрощення формул (1.15) - (1.22) виключимо табличні коефі-

цієнти. 
Враховуючи цифрову змінну і табличну частину коефіцієнтів А1, А2, А3, 

складаємо таблицю повних значень цих коефіцієнтів, які наведені в  табл. 1.7. 
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Розглянемо, наприклад, такий параметр як ν – параметр опорної кривої. У 
процесі тертя він постійно змінюється внаслідок зносу і прослідити характер цих 
змін надзвичайно важко. Сюди ж, за складністю визначення, можна віднести інші 
геометричні параметри поверхні тертя, такі як Rmax – найбільша висота нерівнос-
тей профілю та r – приведений радіус нерівностей. Для параметрів НВ – твердість 
за Брінелллем та Е – модуль пружності очевидним є їхня зміна від фрикційного 
нагрівання, а для нових матеріалів температурна залежність частіше не дослідже-
на. Цікаво, що α, δ – температурні коефіцієнти частіше самі змінюються під впли-
вом температури. Інколи, в разі неможливості визначити точну аналітичну фор-
мулу, дослідники застосовують параметри на зразок А(Т) –  функція від темпера-
тури. Це означає, що треба провести дослідження впливу температури на цей па-
раметр і апроксимувати його будь-якою аналітичною формулою. 

Таблиця 1.6 
Значення чисельної частини коефіцієнтів А1, А2, А3 

Вид  контакту А1 А2 А3 
Пружний ненасичений контакт 1/K1 1 аэф 
Пружний  насичений контакт 1 1 аэф 
Пластичний  ненасичений  контакт 1 1 K1 
Пластичний  насичений  контакт 1 1 K2 
 

Таблиця 1.7  
Остаточні значення коефіцієнтів А1, А2, А3 у формулі (1.22) 
Вид   контакту А1 А2 А3 

Пружний  ненасичений  контакт 
dzK
dVTA

1

64.0)(  K
dz
dVTA /])([ ν−  0,25 аэф 

Пружний  насичений  контакт  
dz
dVTA )(3.1  K

dz
dVTA /])([ ν−  

 
0,08 аэф 

Пластичний  ненасичений  кон-
такт  dz

dVTA )(  K
dz
dVTA /])([ ν−  K1 

Пластичний  насичений  контакт 
dz
dVTA )(  K

dz
dVTA /])([ ν−  K2 

 
Невизначеним наперед є і тип контакту та тип зносу. І якщо в початко-

вий момент тип контакту можна розрахувати, то надалі це стає неможливим. 
Тип зносу більш алгоритмізований [51], але задача його автоматичного визна-
чення в процесі тертя не вирішена. Для цього треба сконструювати прилад, 
який би враховував питомий тиск, відносну швидкість ковзання та температуру 
в зоні тертя. Логічне сполучення цих факторів повинно забезпечити автомати-
зацію виду зносу при сухому терті. 

Тому вищезгадані формули вимагають глибоких досліджень всіх пара-
метрів, що до них входять. Але триботехнічні випробування матеріалів за сума-
рними витратами на них, особливо, якщо це модельні випробування, частіше 
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всього дають можливість швидше і точніше визначити потрібні значення кое-
фіцієнта тертя. 

Ще одним фактором, який заставляє сумніватися в доцільності викорис-
тання формули (1.22) для розрахунків триботехнічних параметрів для антифри-
кційних полімерних матеріалів, це характер залежності коефіцієнту тертя від 
питомого тиску. Для пластичного контакту, при якому і працюють всі полімер-
ні матеріали, згідно з табл. 1.5, має місце прямо пропорційна залежність коефі-
цієнта тертя від питомого тиску, бо a3 = 0, а a6 = 7/4. Але ж, як відомо з літера-
турних джерел [117], ця залежність повинна мати зворотно пропорційний хара-
ктер і тому вже тільки цей приклад показує нам, що формули, виведені для па-
ри тертя типу “метал-метал” важко застосувати для пари “полімер-метал”. 

 
1.2. Метод та установка оцінки адгезійної складової коефіцієнту тер-

тя антифрикційних матеріалів 
 
Згідно з адгезійно-деформаційною теорією [83, 140-144, 247-248] тертя 

пари твердих матеріалів зумовлюється деформуванням матеріалу впровадже-
ними нерівностями (деформаційна складова коефіцієнта тертя fдеф) і подолання 
молекулярних (адгезійних) зв'язків в зоні контакту (адгезійна складова коефіці-
єнта тертя   fад). Причому, загальний коефіцієнт тертя дорівнює їх сумі f=  fдеф + 
fад. Визначення деформаційної складової проводять з достатньою мірою точно-
сті за розрахунковими формулами. Адгезійну ж складову теоретично не визна-
чають [80], а знаходять з експериментів. 

Сучасний розвиток хімічної технології пропонує безліч полімерних мате-
ріалів з твердістю не вище за НВ = 120 МПа, які можуть використовуватися у ву-
злах тертя як антифрикційні. Для таких матеріалів на частку адгезійної складової 
припадає 20 –25 % величини коефіцієнта тертя [48, 64, 83], тому зросла актуаль-
ність задачі по визначенню його адгезійної складової.  

Існує спосіб визначення адгезійної складової коефіцієнта тертя по гли-
бині впровадження металевого індентора при переході від пластичного відтис-
кання досліджуваного матеріалу до різання під дією механічного навантажен-
ня. Момент переходу до різання визначається по навалах на краях доріжок тер-
тя і зникнення на них слідів обробки [64, 237]. 

Недоліком такого способу є складність і тривалість визначення адгезій-
ної складової коефіцієнта тертя. Визначення моменту переходу до різання ін-
дентором досліджуваного матеріалу вимагає від дослідника певної навички, 
тобто важко формалізується і складне. Крім того, почергове визначення адге-
зійної складової коефіцієнта тертя викликає похибки за рахунок нетотожності 
для кожного моменту вимірювання параметрів навколишнього середовища, тому 
що дуже складно стабілізувати одночасно температуру, вогкість, тиск і т. д. А 
від вимірювання до вимірювання ці параметри змінюються, змінюється і вели-
чина систематичної складової похибки. 
 

Крайовий кут змочування використовується для визначення адсорбції 
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рідких мастильних матеріалів, яка може бути оцінена величиною крайового ку-
та,  утворюваного дотичною до поверхні розділу крапля рідини – тверда повер-
хня. Для гідрофобної [97] поверхні, схильної до відштовхування мастильної рі-
дини, крайовий кут буде великий (рис. 1.1), а для гідрофільної, який притягує 
рідину, значення крайового кута малі.  

Для полімерних матеріалів частка адгезійної складової fад у коефіцієнті 
їх тертя по металах становить 70–90 % [64, 83, 237]. Тобто цей параметр най-
більш повно характеризує антифрикційні властивості полімерних матеріалів. 
Однак, його вимірювання вимагає досить складної методики і обладнання. Ві-
доме використання в адгезійній теорії тертя як один з параметрів, що визнача-
ють повну величину коефіцієнта тертя інертної адгезійної взаємодії матеріалів 
тертьових пар [83]. А з іншого боку, з роботи [48, 179] відомо, що зв'язок пове-
рхонь енергії з коефіцієнтом тертя для чотирьох, полімерів, що зустрічаються 
найчастіше, носить експонентний характер. Відомий зв'язок [189] величини ад-
гезійної взаємодії рідини з твердим тілом і кутом змочування. 

 
Рис. 1.1. Крапля рідини на гідрофобній (а) і гідрофільній (б) поверхнях 

 
В табл. 1.8 приведені значення параметра fад, твердості за Брінеллем НВ 

і крайових кутів Θ  змочування водою для різних полімерних матеріалів, виб-
рані з робіт [143–144] для різних полімерних матеріалів, а з роботи [97, 
стор. 53], для тих же полімерних матеріалів – крайові кути змочування водою. 

 
Таблиця 1.8 

Фізико-механічні властивості полімерних матеріалів 
Полімер НВ, МПа Θ ,  рад fад 

Капролон технічний 130 1,08 0,065 
Капрон світлий 70 1,13 0,063 
Вініпласт 120 1,19 0,091 
Полікапроамід 75 1,22 0,088 
Поліетилен при щільності:    високій   26 1,50 0,090 

середній 20 1,55 0,080 
низькій 38 1,68 0,080 

Плексиглас 160 1,71 0,220 
Фторопласт-4 31 1,82 0,028 
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Крайовий кут повинен нести в собі інформацію і про триботехнічні ха-
рактеристики матеріалу, оскільки енергія адгезійної взаємодії визначається 
[141] як     

12 (1 cos )АДГW σ= + Θ ,         (1.23) 

де  σ12 - міра взаємодії рідини  і полімеру. Якщо використовується одна і та ж 
рідина, тоді величина σ12 = const і енергія 

 

                                 ( )АДГW f= Θ .      (1.24) 
Крім того, відомо, що для полімерних матеріалів дисперсійна компонен-

та енергії тертя пов'язана з кутом змочування, а залежність коефіцієнта тертя 
від поверхневої енергії має експонентний характер [41, 82, 205, 271]. 

В роботах [48, 83] доведено, що, порівнюючи кути змочування різних 
полімерних матеріалів однією і тією ж рідиною, можна отримати характерис-
тику адгезійних властивостей поверхонь цих матеріалів, що визначають моле-
кулярну складову коефіцієнта тертя. 

Кореляція між адгезійною складовою коефіцієнта тертя і крайовим ку-
том змочування спостерігається на рівні 0,75 лише для полімерних матеріалів 
твердістю не вище за 160 МПа [193]. 

На основі наведених даних в [193] була визначена залежність коефіцієн-
та тертя fад від крайового кута змочування і твердості у вигляді 

 
fад = (0,0287 - 0,033)НВ - 0,0645 Θ 2 - 0,033lnHB + 0,234.      (1.25) 

 

Оскільки крайовий кут змочування та твердість матеріалу за Брінеллем 
дозволяє визначити адгезійну складову сили тертя за (1.25). І, хоча згідно з ад-
гезійно-деформаційною теорією [140-142] рекомендується значення адгезійної 
складової використовувати в розрахунках коефіцієнта тертя полімерів по будь-
яких металах, маючи на увазі, що вибір матеріалу контрпари не впливає на міру 
його адгезійної взаємодії з полімером, це положення було перевірено експери-
ментально. Для цього зразки (по ГОСТ 23.210-80) з нержавіючої сталі 20X13 
титанового сплаву ВТ-6 та ніобієвого сплаву ВН-2АЭ випробовувалися на тер-
тя в контрпарі з фторопластом-4, вініпластом світлим і оргсклом на машині те-
ртя типу МДП–1 при швидкості 0,017 м/с (досить низькій, щоб виключити 
вплив фрикційного нагрівання), номінальним тиском 2,5 МПа. У табл. 1.9 наве-
дені співвідношення рівня коефіцієнта тертя цих матеріалів по інших сплавах 
до коефіцієнтів тертя цих же матеріалів по сталі 20Х13.  

Таблиця 1.9 
Відносний коефіцієнт тертя полімерів по сплавах 

Матеріал пари тертя 20Х13 Вт –  6 ВН  –  2АЭ 
Фторопласт   4 1,0 0,97 0,92 
Вініпласт 1,0 0,99 0,99 
Оргскло 1,0 1,09 1,2 
Отримані результати підтвердили це припущення. Тільки для органічно-

го скла відмінність у величині коефіцієнта тертя перевищує 20 %. Але ця від-
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мінність підтверджує, що для матеріалів з твердістю вище за 120 МПа пряма 
залежність між адгезійною складовою коефіцієнта тертя і твердістю матеріалу 
за Брінеллем відсутня [17, 22, 112, 126, 130, 179, 246]. Відмінності в коефіцієнті 
тертя для більш м'яких матеріалів пояснюється впливом деформаційної складо-
вої коефіцієнта тертя, яка багато в чому залежить від твердості матеріалів, а во-
на у фторопласту і вініпласту відрізняється в 4 рази .  

Довівши нашу гіпотезу, звернемося до проблеми порівняння різних зра-
зків з полімерних матеріалів. При цьому необхідна повна тотожність умов ви-
мірювання не тільки в значенні якості підготовки поверхні матеріалів ( вона 
повинна бути гладкою і знежиреною), але і тотожність параметрів навколиш-
нього середовища (атмосферний тиск, температура, хімічний склад рідини і 
т.д.). При вимірюванні кутів змочування окремо на кожному матеріалі ці умови 
додержати відносно складно, так як у будь-якій термокамері завжди існує гра-
дієнт температурного поля, атмосферний тиск, підтверджений значним, а іноді 
і швидкоплинним коливанням, хімічний склад повітря може з різних причин 
змінитися, а значить і рідина, що застосовується для дослідження, може адсор-
бувати з повітря ці речовини.  Тоді у неї зміниться хімічний склад, поверхневий 
натяг і т.д. Тобто,  почергове вимірювання кута змочування може внести значні 
похибки у вимірювання кутів змочування для їх подальшого порівняння. А 
крім того, на величину кута змочування впливає розмір самої краплі рідини 
[97], а від досліду до досліду забезпечити достатню стабільність розміру краплі 
складно. А це знижує точність при порівнянні декількох матеріалів. 

Тому кут змочування матеріалів, які порівнюються, потрібно визначати 
за допомогою однієї краплі рідини, вмістивши її на центр плоского стику сек-
торів досліджуваних матеріалів (рис. 1.2).  

 
 

Рис. 1.2. Спосіб визначення порівняльних антифрикційних 
властивостей матеріалів 

 
А необхідність того, щоб сума центральних кутів секторів дорівнювала 

360º, пояснюється тим, що недотримання цього правила призведе до появи щі-
лин на складеній з сегментів матеріалів площині, куди вміщується крапля ріди-
ни, через які рідина може витекти. Це спотворить величину вимірюваних кутів.  
Використавши дані з табл. 1.8, які зібрані таким чином, щоб стала очевидною 
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закономірність, що для твердості за Брінеллем не більше за 12 кг/мм2 (або 120 
МПа) спостерігається зворотно-пропорційна залежність між адгезійною скла-
довою коефіцієнта тертя (fад) та крайовим кутом змочування матеріалів (α). Для 
виявлення вигляду цієї залежності ми скористалися методом найменших квад-
ратів [5, 94, 198, 276]. За допомогою цього методу оцінювалися коефіцієнти (А і 
В) лінійної залежності за табличними даними (рядки 1-7) вигляду 
fад=А+Вψ(α),де ψ – деяка функція. Величина кута змочування підставляється 
як в градусах, так і в радіанах. Були перевірені наступні види функцій ψ: 

 

α, α2, α3, α4, α-1, α-2, α-3, α-4, lnα, EXP(α), EXP(α-1), EXP(α-2), EXP(α-3), 
sinα, cosα, tgα, sin(lnα), sin[EXP(α)], sin[EXP(α-1)], sin[EXP(α-2)]. 

 

Якість апроксимації для кожного рівняння визначається по найменшій 
середній помилці. По цьому критерію була вибрана залежність  

 

fад=0,08041- 0,12358 Sin(Ln(α/1800)),    (1.26) 

де α – в градусах. Отже параметр sin(lnα) є мірою величини адгезійної складо-
вої коефіцієнта тертя. 

Виміривши потім, наприклад, два кути змочування (α1 і α2) порівнюваних 
матеріалів однією і тією ж рідиною, необхідно обчислити комплекс, взятий з ви-
раження (3.23) для кожного матеріалу. Для якого матеріалу цей комплекс більше, 
значить для цього матеріалу адгезійна складова коефіцієнта тертя менше, тобто 
його антифрикційні властивості краще, тобто обчислити Sin(lnα1) і Sin(lnα2) і їх 
порівняти. А конкретне значення адгезійної складової коефіцієнта тертя для віді-
браного матеріалу визначати з вираження (1.25).   

Суть запропонованого способу, пояснюється на рис. 1.2, а зображені на 
вигляді зверху, як приклад, три випробуваних полімерних матеріали, стикова-
них у вигляді секторів (1, 2, 3) з довільними центральними кутами по бісектри-
сам цих кутів (4, 5, 6). На центр плоского стику вміщена крапля рідини. На рис. 
1.2, праворуч  зображений перетин АА по бісектрисі 4 групи досліджуваних 
матеріалів. При цьому, кут змочування α1 буде істинним кутом змочування во-
дою матеріалу 1, а кут α2 не буде відповідати істинному куту змочування водою 
матеріалу, оскільки він видний не в площині, що проходить через бісектрису 
центрального кута сектора матеріалу 2. Для вимірювання істинного значення 
кута α2 необхідно площину перетину креслення повернути для поєднання з 
площиною, що проходить через бісектрису 5 і перпендикулярну поверхню ма-
теріалу 2.  

Після вимірювання істинних значень α1, α2, α3 вважаємо, що той поліме-
рний матеріал має найкращі антифрикційні властивості, для якого величина 
sin(lnα) має найбільше значення. Тоді величина адгезійної складової для коефі-
цієнта тертя для цього матеріалу, коли він вступить у контакт з металом, твер-
дість якого вище за твердість полімерного матеріалу, визначається за форму-
лою (1.25). 
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Вимога до визначення кута змочування кожного полімерного матеріалу 
з групи, що досліджується, як проекція краплі на площину, яка проходить через 
бісектрису центрального кута сектора даного матеріалу і перпендикулярна по-
верхні матеріалу, пояснюється необхідністю робити це вимірювання на рівній 
відстані від обох меж сегмента, щоб усунути спотворення форми краплі, що 
вносяться сусідніми матеріалами. Такий спосіб порівняльного визначення ан-
тифрикційних властивостей полімерних матеріалів був визнаний винаходом 
[228]. Визначення адгезійної складової за формулою (1.3) вимагає пристрою, 
який би надав можливість вимірювати крайові кути змочування матеріалів рі-
диною при зміні температури зовнішнього середовища. Схема пристрою, який 
розроблено для цього, наведена на рис. 1.3. 

Керування повороту зразка, для його уміщення в рідину, здійснюється 
механізмом (рис. 1.3). Зразок 10 затискають у тримач 24 гвинтом 29 при повніс-
тю піднятому столі 16. Потім термокамера 1 закривають гофром 2, через який 
пропускаються мікроскоп 3 і ручки керування 4 і 5. Після досягнення необхід-
ної температури включають підсвічування лампою 11 через екран 12. Обертан-
ням ручки 4 повертають коромисло 15, яке другим кінцем спускає стіл 16 разом 
з консольною бал кою 17. Опускання припиняється як тільки вісь обертання 25 
тримача зразка 24 виявиться паралельно поверхні рідини і торкнеться її. Потім 
ручкою 5 через кулісу 22 повертають зразок 10 доти, поки його поверхня не 
стане паралельною меніску рідини, що змочує його. По шкалі в об'єктиві мікро-
скопа проводять вимірювання кута повороту поверхні зразка. Після завершення 
вимірювання стіл 16 із закріпленим на його балці 17, тримачем зразка 24, піді-
ймається з ванни 8. Зразок знімається і ставиться новий, який закріплюється 
гвинтом 28. Спостереження за меніском рідини ведеться через прозору стінку 
ванни, покриту гідрофільним прозорим матеріалом, так що точка контакту рі-
дини зі стінкою завжди знаходиться нижче за рівень поверхні рідини. 

 
Рис. 1.3. Схема пристрою для вимірювання крайових кутів змочування: 

1 – термокамера; 2 – гофр; 3 – об'єктив мікроскопа; 4 і 5 – ручки керування підйомом-
спуском і поворотом зразка відповідно; 6 – основа; 7 – опори основи;  
8 – посудина з рідиною; 9 – механізм переміщення зразка; 10 – зразок;  

11 – джерело світла; 12 – матовий екран 
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Рис. 1.4. Механізм повороту зразка: 
17 – консольна балка; 20 –  шток; 21 –  нерухомо закріплена гайка; 22 – куліса;  

23 –штанга; 24 – шток тримача зразка; 25 – вісь; 26 – штанга; 27 – хомут;  
29 – стопорні гвинти 

 
Ця установка була виготовлена в габаритах розміру муфеля нагрівальної 

камери (рис. 1.5)  і використовувалась для випробування при температурах до 
375 К. Температура рідини вимірювалася ртутним термометром. 

 

 
Рис. 1.5. Зовнішній вигляд (ліворуч) та схема основних вузлів (праворуч) установки для ви-

мірювання крайових кутів змочування при підвищених температурах:  
1 –металографічний мікроскоп; 2 – регулятор різкості мікроскопа; 3 – ванна з рідиною, пе-
редня стінка якої прозора і вкрита гідрофобним матеріалом; 4 – тримач зразка випробуваного 

матеріалу; 5 – механізм повороту зразка; 6 – ручка керування механізмом повороту 
 
Дослідження треба проводити у наступному порядку. 
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Ручкою 6 через механізм 5 тримач зразка піднімається з ванни 3. В стру-
бцину тримача зразка встановлюється зразок дослідного матеріалу, причому 
поверхня цього матеріалу, яка підлягає дослідженню, була рівною, щоб не вно-
сити похибок у вимірювання кутів змочування. У цьому випадку, коли ця пове-
рхня не може бути рівною за умовами технології виготовлення антифрикційно-
го матеріалу (як наприклад для тканих матеріалів типу нафтлен чи карбоплас-
ти), треба її попередньо вигладити. 

Ванна заповнюється рідиною, в яку і занурювався зразок. Вся установка 
розміщається в термокамері, з якої виступає тільки окуляр мікроскопа. При до-
сягненні потрібної температури починається вимірювання кута змочування 
шляхом повороту окуляра таким чином, щоб риска на його візирі була дотич-
ною поверхні рідини біля поверхні  матеріалу, що досліджується. Окуляр меха-
нічно зв’язаний зі стрілкою, яка на транспортирі показувала виміряний кут. 
Конструкція цього приладу була визнана винаходом [263]. 

Застосування приладу, для визначення температурної залежності крайо-
вих кутів змочування дало можливість продовжити визначення цих кутів для во-
ди при температурі 368 К, які були закінчені на температурі  363 К [193]. Ця до-
даткова можливість з’явилася завдяки зміні схеми вимірювання: раніше вимірю-
вання проводилося на краплі, вміщеній на поверхню досліджуваного матеріалу, а 
в нашому випадку – поверхня матеріалу занурювалася в рідину вертикально. Під 
впливом високих температур, крапля на поверхні матеріалу піддавалась дії пару, 
який утворювався в її середині, і руйнувалася. Новий спосіб вимірює крайові ку-
ти змочування вертикальних поверхонь, на які цей ефект не діє. 

Таблиця 1.1 

Результати вимірювань крайових кутів змочування 

Матеріал Крайовий кут 
змочування,  рад Матеріал 

Крайовий кут 
змочування, 

рад 
УСБ-15 0,95 Даклен-А 0,55 
Лак ФБФ 1,2 графітотекстоліт 1,7 
Вуглетканина ТГН-2М, 
просочена лаком ФБФ 1,63 нафтлен-8 1,3 

Фторопласт-4 1,01 НПИ-МС 0,97 
ВНИИНП – 512 1,95 АФГМ 0,33 

 
Ці дані дозволяють більш точно прогнозувати зміни адгезійної складової 

сили тертя. 
 
 
 
 
 
1.3. Конструкції випробувальних машин для фізичного моделюван-

ня вузлів тертя  
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1.3.1. Модифікація серійних машин тертя 
 
Серійна машина марки И-47-К-54, яка потім випускалася під маркою 

МФТ-1 [63-66, 74, 99, 180, 294] – це лабораторна випробувальна установка, 
призначена для визначення фрикційної теплостійкості матеріалів тертя 
(рис. 1.6).  

 

 
а) 

 
                     б) 

 
Рис. 1.6. Кінематична схема машини тертя И-47-К-54 (а)  

та схема контакту (б) 
 

Схема контакту: торці кілець. Обертання від електродвигуна постійного 
струму 2 передається через ремінну передачу валику, який розташований в не-
рухомій бабці 4 і несучому на собі один з кільцевих зразків. Другий зразок по-
в'язаний з валиком, розташованим в пересувній бабці 6. Навантаження на зраз-
ки задається через цей валик за допомогою важільного пристрою 7. Швидкість 
обертання вала вимірюється тахометром 3, момент тертя  – маятником 8, тем-
пература – термопарою і  приладом реєстрації 5. Усі робочі органи змонтовані 
на станині 1. Передбачена можливість штучного терморегулювання. Випробу-
вання проводяться в режимі стаціонарного тертя за методикою, викладеною в 
ГОСТ 23.210–88. 

Саме ця схема тертя виявилася настільки вдалою, що на її основі були 
побудовані машини тертя МДП-1 та УМТ-1.  

 
Технічна характеристика машин тертя МДП-1 та УМТ-1  
Діаметр кільцевого зразка, мм           28х20  
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Швидкість обертання вала, с-1     0,17 – 170  
Осьове навантаження, Н               753000  
Граничний момент тертя, Н м         900000  
Межа вимірювання сумарного лінійного  
зносу, мм                  0,05 
Точність вимірювання, %        ±5 

 
В них навантаження здійснюється через пневматичну мембрану, регу-

льовану манометром, момент чи сила тертя визначається через той же маятник 
8, загальмований тензобалкою, на якій розміщені тензодатчики (рис. 1.8), а лі-
нійний знос – магнітодинамічною системою, в якій відносне зближення зразків 
фіксується через переміщення штоку, який рухається в розриві осердя з намо-
таними котушками індуктивності.  

Остання схема вимірювання дозволяє розмістити на такій серійній ма-
шині тертя моделі вузлів тертя практично будь-якої складності. Іншим факто-
ром є товстостінна чавунна станина, на якій можна розмістити додаткові конс-
трукції без втрати нею міцності. 

Маятник 36 (рис. 1.7), що передає зусилля (момент) тертя з валу, на яко-
му знаходиться тримач нерухомого зразка, через палець 42, впирається болтом 
38 у тензобалку 40, верхня 34 частина якої переміщується під впливом цих зу-
силь в розриві осердя магнітодинамічної системи вимірювання. 

 
Рис. 1.7. Розташування тензобалки системи вимірювання сили (моменту) тертя 
А сама модифікація форми тертьових зразків дозволяє проводити ви-

пробування при підвищених питомих навантаженнях до 1,5 ГПа та коефіцієнті 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 

27 

 

взаємного перекриття 0,5–0,05 (рис. 1.8). 
Широкі можливості по створенню нових фізичних моделей тертя на базі 

серійних машин стосуються не тільки нагрівальних та охолоджувальних голо-
вок, але і моделей сферичного шарніру, зворотно-поступального руху та моделі 
тертя “за свіжим слідом”, про які сказано нижче. 

Вимірювальна система та система керування таких машин тертя була 
доопрацьована  і створено єдиний керувально – вимірювальний пульт, показа-
ний на рис. 1.9, основні елементи якого зазначені на схемі праворуч.  

 

 
Рис. 1.8. Модифікація зразків для випробування за схемою торцевого тертя 

 
Тут кнопки 8 дозволяють ввімкнути електродвигуни машин тертя, регу-

лятор 9 дозволяє змінювати частоту обертання, а цифровий тахометр 2 фіксує 
частоту обертання рухомого зразка. Вимірювальна система складається з 
вольтметрів 3 і 5, та амперметрів 4 і 6, які показують технічні параметри елект-
роструму, який споживається електродвигунами. Інтегральні значення моменту 
(сили) тертя, взаємного зносу зразків, температурі в зоні тертя фіксується на ба-
гатоканальному самописці КСП-4 (позиція 7), а миттєві значення цих парамет-
рів – через багатоканальний тензопідсилювач УТ4-1 (позиція 10) на шлейфово-
му осцилографі НОО.41У (позиція 11).  

Причому, для вимірювання інтегральних характеристики сили тертя ви-
користовуються магнітодинамічні датчики, які фіксують переміщення тензоба-
лки в зазорі магнітного осердя системи, а миттєві – тензодатчиками, наклеєни-
ми на поверхню тензобалок. Це забезпечило ще й тотожність вимірювання сил 
різними датчиками. 

Рухомий зразок на серійних машинах тертя закріплюється на державці, 
яка в свою чергу закріплена на валу, що обертається лівою різьбою, тобто від 
сил тертя зразків ця різьба затягується. Заміна тримача рухомого зразка на ма-
сивний диск з радіально розташованими на різних відстанях від центру обер-
тання отворами, дозволить утворити кривошип зі змінним плечем, який пере-
творює обертальний рух на зворотно-поступальний. 
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Рис. 1.9. Зовнішній вигляд (ліворуч) та схема розташування (праворуч)  
об'єднаного пульту керування та вимірювання триботехнічних параметрів  

на машинах тертя МФТ-1 та МДП-1 
 

Машина тертя МДП-1 в 
робочому стані наведена на 
рис. 3.9. На ній встановлено 
циліндричні зразки для випро-
бування торцевого тертя при 
підвищених температурах, які 
вимірюються хромель-
копелевою термопарою, запро-
вадженою в нерухомий зразок 
на відстані 0,5 мм від поверхні 
тертя. 

 
Пневмомембрана 1 задає 

зусилля взаємного притискання 
зразків, яке через нерухому ба-
бку 3 машини тертя, встановле-
ну на плоскі підшипники, пере-
дається на тримач нерухомого 
зразка 4. Від прокручування 
силами тертя нерухомий зразок 
зафік-сований тензобалкою, 
перемі-щення якої визначається 
магні-тодинамічною системою 
2. Швидкість обертання рухо-

 

                        

 

    

 

Рис. 1.10. Зовнішній вигляд (вище) та схема ос-
новних елементів машини тертя (нижче) 
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мого зразка, окрім пульту управління, може змінюватися ще ручкою редуктора 
6, а замість рухомого зразка показано диск, який утворює кривошип 5. 

Електричні дроти на фотографії – це силові кабелі системи нагрівання 
зразків та дроти термопари, що вимірює температуру в зоні контакту. 

Переміщення тензобалки від сил тертя або взаємне зближення зразків 
внаслідок зносу можна фіксувати також за допомогою спеціальної лампи–
механотрону (рис. 1.11), яка видає сигнал, пропорційний переміщенню її штока. 

 

 
 

Рис. 1.11. Схема електронної лампи, що фіксує переміщення (вгорі)  
та електронна схема її включення в систему вимірювання шлейфового осцилографа (знизу): 

Г – це гальванометр осцилографа; Ra`, Ra, Rb – резистори «моста Уїтстона» 
 
Керування пневматичним навантаженням взаємного притискання зразків 

виконувалося за наступною схемою (рис. 3.12). Через нормально розтулені конта-
кти 2 електромагнітного пускача 1 електрострум подається на двигун 3, який че-
рез муфту 4 зв’язаний з компресором 5. Тиск з компресора надходить на пневмо-
камеру 6, яка регульована задатчиком 7. Контроль та ручне керування здійснюєть-
ся через крани 9 та манометр 10. Дросель 8 скидає зайвий тиск з системи. 

 
Рис. 1.12. Принципова електрична схема автоматичного підтримування заданого тиску  

в системі навантаження взаємного притискання зразків 
 
Така схема дозволяє задати певний тиск, який буде автоматично підтри-

муватися на увесь час експерименту. 
1.3.2. Торцеве тертя з нагрівом чи з охолодженням зони тертя та при 

низьких навантаженнях 
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Реалізувати режими випробувань на існуючих машинах тертя при обер-

тальному русі в умовах знижених питомих навантажень порядку 5-50 КПа не 
представляється можливим в зв'язку з нечутливістю і високою похибкою сис-
тем навантаження і вимірювального комплексу в цьому діапазоні. Розширити 
діапазон роботи машини тертя дозволяє розроблена спеціальна система, що 
включає навантажувальну головку для малих питомих навантажень і високочу-
тливу систему вимірювань полегшеного типу (рис. 1.13). 

 

 
 

Рис. 1.13. Схема навантажувальної головки для малих питомих навантажень 
 

Навантаження в парі тертя створюється за допомогою тарованого блоку 
2 пружин стиснення, вміщеного в спеціальній головці. Головка складається з 
основи 1, пов'язаної з вимірювальною системою через полегшений вал 10 і пра-
порець 11, плаваючою обоймою 3, направляючої 9 і обмежувачів 8. Змінюючи 
взаємне положення плаваючої обойми відносно основи, встановлюється задане 
навантаження в парі тертя 4 і 5. Наведена на рис. 3.4 схема стосується випробу-
вань антифрикційних властивостей пружно-демпфуючих матеріалів (антифрик-
ційне покриття 7 нанесене на пружну підкладку 6), закріплених на оправці обе-
ртового зразка 5.  

Для дослідження триботехнічних характеристик матеріалів пар тертя 
при обертальному русі (згідно ГОСТ 23210-80) в умовах високих температур 
розроблена компактна нагрівальна головка (рис. 1.14), яка монтується на маши-
ну тертя МДП-1.  
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Рис. 1.14. Схема високотемпературної нагрівальної головки: 

1 – привідний вал; 2 – рухома обойма; 3 – напрямна; 5 – внутрішня порожнина;  
6 – обертовий зразок;  7 – нерухомий зразок пари тертя; 10 – нерухома обойма;  

8, 15 – гвинти, що притискають спіраль; 12, 16 –  ізолятори; 11, 14 – канали водяного охоло-
джування 

 
Нагрівальна головка складається з вольфрамового нагрівача 9, що вміщу-

ється у внутрішню порожнину зразків, що досліджуються, 6 і 7 пари тертя і вводів 
струму 13 і 10, що охолоджуються, останній з яких служить основою нагрівальної 
головки. Для запобігання інтенсивному окисленню вольфрамової спіралі через 
канал 17 у внутрішню порожнину зразків подається інертний газ. Напруження 
живлення нагрівальної спіралі становить 3–4 В, що забезпечує не тільки нагріван-
ня зразків до 1473 К, але і безпеку для лабораторного персоналу, при використанні 
як нагрівник вольфрамовий пруток діаметром 6 мм і довжиною 60 мм. Крім цього, 
в схему випробувань включалася само встановлення обертового зразка  пари тертя 
за рахунок установки обойми 2 на центральну кульову опору 4.   

 
1.3.3. Моделі тертя при зворотно-поступальному русі 
 
Особливості кінематичних параметрів тертя при коливальному русі, які 

виявляються у реверсивності тертя і впливають на триботехнічні характеристи-
ки пар тертя через підвищений знос за рахунок втоми матеріалу, що настає під 
час знакозмінного навантаження виступів мікрорельєфу поверхні, вимагають 
ретельного дослідження на режимах, які максимально відповідали б реальним 
режимам роботи проектованих  вузлів. Знакозмінний рух в свою чергу, як це 
показано в [171], викликає додаткові похибки при вимірюванні сили чи момен-
ту тертя. Покажемо тепер, як за допомогою приставок до машини тертя МФТ-1 
можна моделювати знакозмінне тертя і обчислювати похибки його вимірюван-
ня. 

Для проведення досліджень триботехнічних характеристик матеріалів пар 
тертя при негативних температурах розроблена спеціальна система охолоджу-
вання зразків рідким азотом, зображена на рис. 1.15. 
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Рис. 1.15. Охолоджувальний пристрій для закріплення рухомого зразка  

для моделювання зворотно-поступального тертя (стрілка праворуч показує місце надхо-
дження рідкого азоту і рух охолодженого ним повітря) 

 
Головним елементом для створенням осцилюючого руху є кривошип, 

що закріплюється на рухомій частині машини тертя і в сполученні з шатуном 
перетворює обертальний рух на осцилюючий. 

Для створення установки для моделювання зворотно-поступального ру-
ху був використаний  диск 3, встановлений на валу машини тертя МДП-1, який  
служить кривошипом 3 (рис. 1.16). Нерухомий зразок 6 притискається важелем 
7 з зусиллям, яке визначається масою вантажу 8 та співвідношенням плечей 
важеля. Противага 9 використана для компенсації маси тримача зразка зі зраз-
ком та вимірювальною системою. 

 
Рис. 1.16. Кінематична схема моделі зворотно–поступального руху,  

з використанням машини тертя МДП-1 
 

Рухоме осердя 3 разом з обоймою 15 може переміщатися по напрямних 
станин на плоских кулькових підшипниках під дією сили тертя. У робочому 
стані обойма 15 фіксується від вільного ходу тензобалкою, що дає можливість 
вимірювати значення сили тертя як при прямому, так і зворотному ході.  
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Температура поблизу поверхні тертя вимірюється за допомогою хро-
мель-копелевих термопар,  встановлених на відстані 0,5–1 мм від поверхні тер-
тя нерухомого зразка, а знос матеріалів визначається ваговим методом.  

Для забезпечення режиму досліджень при підвищених і знижених тем-
пературах в установці передбачена термо-кріокамера 10, в спеціальні пази якої 
можна встановлювати нагрівальний елемент у вигляді спіралі опору (випробу-
вання при підвищених температурах до 773 К) або подавати скраплений газ, 
наприклад азот, для досягнення низьких температур. До термо-кріокамери без-
посередньо кріпиться рухомий зразок 11 пари тертя, що досліджується. Контрз-
разок пари тертя кріпиться в тримачі зразку 4, встанов-леному в аксиально-
рухомому осерді 3, через яке передається зусилля навантаження в парі тертя. 
Це навантаження створюється від пневматичного мембранного навантажуваль-
ного пристрою машини тертя МФТ-1.  

Регульована подача рідкого азоту з посудини Дьюара здійснювалася за 
допомогою спеціального пристрою 1, що включає нагрівник, сифон і зворотний 
клапан. Рідкий азот, який поступає у випарну камеру 5, охолоджує тримач зраз-
ка 2 і нерухомий зразок 5 від вологи навколишнього середовища, запобігаючи її 
конденсації і замерзанню на поверхні тертя. Крім цього, потоки азоту, що має 
низьку температуру, охолоджують рухомий зразок 7 пари тертя.  

Конструкція робочого вузла моделі тертя у зворотно-поступальному русі 
представлена на рис. 1.17.  

 
Рис. 1.17. Схема пристрою зворотно-поступального руху: 1 –  основа осердя; 

2 – втулка; 6,7 – палець; 13 – кришка осердя; 16 – вал навантажувального пристрою 
(інші позначення див. в тексті) 
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Приводиться установка в дію від регульованого електродвигуна постій-
ного струму і редуктора серійної машини тертя. Обертальний рух приводу ма-
шини перетворюється через кривошип 12, шатун 9 і крейцкопф 8 у зворотно-
поступальний рух повзуна 5, встановлений в плоских кулькових підшипниках, 
що розташовані в спеціальних напрямних станин і повзуна. 

Така схема випробувань, при всій її 
простоті, виявилася не дуже точною у ви-
падку, коли має місце значний знос зразка 
типу “палець”, що треться по площині. В 
цьому випадку, за рахунок зміщення важе-
ля, змінюється напрямок вектора сили вза-
ємного притискання випробуваних зразків з 
перпендикулярного до площини ковзання 
на не перпендикулярний. Для підвищення 
точності результатів випробування необ-
хідно забезпечити цю перпендику-лярність 
при значному зносі зразка (рис. 1.17). 

Зі схеми видно, що при зносі зразка 
на величину b, центр його розташування 
відносно центру сліду ковзання зміщується 

на α, а кут навантаження нерухомого зразка відходить від перпендикуляра на 
кут A1DA. 

Ця проблема була вирішена із застосуванням навантажувльного парале-
лограму та встановленої на плоских підшипниках платформи (рис. 1.19).  

          
Рис. 1.19. Схема пристрою в площині, паралельній площині гойдання паралелограмної підві-

ски (ліворуч) та в площині, перпендикулярній площині гойдання 
На основі (не показано) нерухомо закріплено стояк 1, до якого з можли-

 

Рис. 1.18. Схема, що пояснює по-
хибки випробувань, властиві 
першому варіанту схеми наван-

таження 
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вістю гойдання прикріплені ланки 2 і 3 паралелограмної підвіски. З ланками 2 і 
3 шарнірно сполучений тримач зразка 4, на кінці якого нерухомо закріплена 
п'ята 5. На останній встановлена з можливістю переміщення в площині гойдан-
ня ланок 2 і 3 каретка 6, в якій виконані отвори. На тримачі зразка встановле-
ний вантаж 7, що забезпечує навантаження пари тертя. На основі нерухомо за-
кріплені напрямні 8 і 9 паралельно напряму дії навантаження. На каретці 6 
встановлено випробуваний зразок 10, взаємодіючий із контрзразком 11, що 
здійснює зворотно-поступальне переміщення. 

Пристрій працює таким чином: контзразок 11 здійснює зворотно-
поступальні переміщення відносно зразка 10 з вантажем 7. По мірі зносу зраз-
ка 10 і контрзразка 11 тримач зразка 4 починає переміщатися паралельно са-
мому собі на ланках 2 і 3. Оскільки, останні являють собою паралелограмний 
механізм, то при цьому переміщенні осі шарнірів А і В (рис. 1.18) зміщуються 
на величину а, пропорційну величині зносу b. При цьому каретка 6 переміщу-
ється по п'яті 5 на величину а, а по напрямним 8 і 9 на величину b. Траєкторія 
руху зразка 10 по контрзразку 11 залишається незмінною, чого не досягається 
у попередньому пристрої. 

Така конструкція пристрою для навантаження нерухомого зразка в уста-
новці, яка моделює тертя при зворотно–поступальному русі визнана винаходом 
[257]. 

 
 
1.3.4. Моделі сферичних шарнірів 
 
Першою з таких схем розглянемо модель сферичного шарніра в колива-

льному русі. Експериментальні дослідження проводилися на модельних конс-
трукціях сферичного шарніра з приводом від машин МДП-1. 

Використання диска, закріпленого на обертовім валу машини тертя 
МДП-1 як кривошипа, дозволило використати машину тертя як основу для роз-
міщення на ній обох моделей сферичного шарніра: з нагріванням та повновимі-
рної моделі. На рис. 1.20 наведена схема цієї установки. 

Тут видно, як на кривошипі 7, розмір якого, а значить і кут коливан-
ня можна змінювати, закріплено шатун 5 через муфту 6. Остання використову-
ється для можливості змінювання довжини шатуна перед початком експериме-
нту. 

Пружина 4 умовно показує систему взаємного притискання сферич-
ної п’яти 3 до сферичної основи 2, закріпленої на кронштейні до корпусу ма-
шини тертя МДП-1. Позиція 1 означає антифрикційний матеріал, встановлений 
між опорою та п’ятою для випробування. 
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Рис. 1.20. Схема закріплення фізичних моделей сферичного шарніра  
на машині тертя МДП-1 

 
Для дослідження впливу нагрівання на роботу сферичного шарніра був 

розроблений спеціальний стенд (рис. 1.21).  
Він складається з півсферичної п'яти 1 і сферичної основи 2, яка закріп-

лена на пластині 3. В зазор між п'ятою і основою вміщені випробувані проклад-
ки з антифрикційного матеріалу 4. Навантаження сферичного шарніра здійсню-
валося пружиною 5, яка притискається через шайбу 6 гайкою 7, що переміщу-
ється по гвинтовій нарізці уздовж штока 8, що має вісь гойдання 9, співпадаючу 
з центром сферичної п'яти, і прикріпленого гайкою 10 до сферичної основи. 
Коливальний рух п'яти сферичного шарніра здійснюється від кривошипа 11, за-
кріпленого на обертовім валу машини тертя МДП-1, шатун 12, шарнірно спо-
лучений гайкою 13 зі штоком 8. Вимірювання моменту тертя проводиться за 
допомогою тензодатчиків,  наклеєних на пружному кільці 14, міра деформації 
якого пропорційна зусиллю, що передається.  Для забезпечення високої швид-
кості нагрівання, ніхромові спіралі 15 укладені в розточені порожнини сферич-
ної п'яти і в основі на мінімальній відстані від поверхні тертя. Така модельна 
установка дозволяє проводити випробування при навантаженнях до 30000 Н і 
температурах до 573 К. 
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Рис. 1.21. Конструкція моделі тертя в сферичному шарнірі  
при коливальному русі з нагріванням 

 
Наступна модель сферичного шарніра наведена на рис. 1.22.  
Тут збільшена точність вимірювання моменту тертя за рахунок розмі-

щення пружних кілець 21 безпосередньо на тягах 4, що приводять до руху сфе-
ричну п’яту 1. Підвищена і точність вимірювання навантаження за рахунок 
встановлення динамометру 18. А додаткова верхня кришка 3, яку можна наван-
тажити системою тарованих пружин 13–15, дозволяє моделювати випадки, ко-
ли результуючий вектор сил не співпадає з площиною нанесення антифрикцій-
них матеріалів, шляхом розташування площини цих матеріалів під будь-яким 
кутом до вертикалі. Мікрометр 22 забезпечує безперервний контроль за усад-
кою п’яти відносно основи.  
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Рис 1.22. Кінематична схема фізичної моделі сферичної опори: 
1 – сферична п`ята; 2 – сферична основа; 3 – верхня частина основи; 4 – тяги приводу коли-

вання; 5 – точка закріплення тяг; 10 – коромисло коливального механізму;  
11 – шатун коливального механізму; 13, 14, 15 – пружинний механізм навантаження  

верхньої кришки; 16 – шток для передавання експлуатаційного зусилля;  
18 – динамометр; 19 – навантажвальний болт; 20 – антифрикційні вкладиші;  

21 – тензокільця для вимірювання моменту тертя;  
22 – мікрометр для вимірювання усадки 

 
 
На фотографії, зробленій з боку редуктора машини тертя МДП-1             

(рис. 13.23), видно повновимірну модель сферичного шарніра, яка відповідає 
схемі, наведеній на рис. 1.22. 
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Рис. 1.23. Зовнішній вигляд повновимірної моделі сферичної опори 
 
Тут видно додатковий елемент, якого немає на схемі, наведеній на 

рис. 1.22 – кронштейни, які утримують вертикальні стояки, що здійснюють пе-
редачу зусилля взаємного притискання п’яти та основи за допомогою динамо-
метра. Причина появи цих нових деталей – у недостатній бічній жорсткості 
конструкції при випробуваннях з навантаженнями понад 15 КН. 

Тензокільце на шатуні замінено тензотрубкою, бо перше теж виявилося 
занадто гнучким для випробувань при надвисоких навантаженнях. 

Як показали досліди, антифрикційний матеріал було зручніше наклею-
вати на поверхню сферичної основи. Це давало можливість точного його роз-
ташування відносно вектора сили взаємного притискання і, отже, моделювати 
такі процеси, коли вектор результуючої сили, що діє на шарнір, проходить  не 
перпендикулярно площині розташування антифрикційного матеріалу. Для цьо-
го площина їх розташування змінювалася по відношенню до перпендикуляра.  

На рис. 1.24 можна бачити приклад такого розташування для випадку, 
коли моделювалася ситуація, в якій вектор результуючої сили проходить під 
кутом 75° до площини розташування. 
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Рис. 1.24. Розташування антифрикційних вкладишів на нижній напівсфері сферичного шар-
ніра при моделюванні вектора результуючої сили під кутом 75° до площини їх розташуван-
ня: більші прямокутники – елементи матеріалу НПИ-МС, які моделюють антифрикційні ма-
теріали нижної напівсфери; менші прямокутники – елементи матеріалу НПИ-МС, які моде-

люють антифрикційні матеріали верхньої напівсфери 
 
Сферична п’ята при експериментах використовувалась для нанесення на 

неї антифрикційних покриттів або мастила (рис. 1.25). 
 

 
 

Рис. 1.25. Зовнішній вигляд нижньої частини сферичної п’яти після експерименту по моде-
люванню навантаження результуючої сили під кутом 75° до площини розташування анти-

фрикційних вкладишів 
Подібні сліди зносу видні і на верхній частині п’яти. 
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Конструкція установки для випробування сферичних шарнірів була ви-
знана винаходом [260–261]. 

 
1.3.5. Фізичні моделі руху по спіралі Архімеда “за свіжим слідом” 
 
Ця модель може бути використана для визначення триботехнічних хара-

ктеристик довговимірних напрямних. Вона побудована теж на базі машини тер-
тя МДП-1. Її кінематична схема  має вигляд, представлений на рис 1.26. 

 

 
Рис. 1.26. Кінематична схема фізичного моделювання руху за “свіжим слідом” 
 
Зразок 10 з матеріалу, що досліджується, закріплюється в тримач зразка 

9 і розміщується в центрі дискового контрзразка 6. Тримач зразка рухається по 
напрямній 7 уздовж діаметра дискового контрзразка. Пневматична система 14, 
через вал задньої бабки 8, забезпечує притискання зразків з потрібним зусил-
лям. Електричний двигун 3 через ремінну передачу 4 та редуктор 5 здійснює 
обертання основного вала, на якому закріплено контрзразок, та додаткового, 
через муфту 11. На цьому валу знаходиться барабан 12, який має гвинтову нарі-
зку на яку намотується трос 13, що тягне тримач зразка по напрямним від 
центра диску до його краю. Диск 2 обертається з певною кутовою швидкістю і 
кутовим прискоренням. Одночасно зразок 10 переміщається по напрямним 7 
уздовж радіуса диска з швидкістю V і прискоренням W. Співвідношення часто-
ти обертання основного, додаткового валів і діаметру барабана забезпечує від-
носний рух зразка по поверхні дискового контрзразка по спіралі Архімеда. Тоб-
то, в контакт зі зразком в кожний момент часу входить нова (свіжа) поверхня 
контрзразка, що дозволяє моделювати роботу довговимірних напрямних. Якщо 
перед пуском установки встановити тримач зразка не в центрі, а на краю диско-
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вого контрзразка, то шлях пробігу можна подвоїти, а змінюючи форму бараба-
ну 12, можна забезпечити зміну швидкості відносного ковзання. 

Загальний шлях відносного пробігу зразка з центра до краю дискового 
контрзразка можна розрахувати, позначивши: R – діаметр дискового контрзраз-
ка; r – діаметр барабана; ω1 – частота обертання основного вала; ωr –частота 
обертання додаткового вала. Тоді, тримач зразка буде рухатися уздовж напрям-
ної з відносною швидкістю отн rV rω= . Переносна швидкість руху зразка від-
носно поверхні контрзразка залежить від відстані L, яку той пройде від центру 
диска і яка буде миттєвим радіусом обертання. Тоді миттєва переносна швид-
кість буде пер R rV rtω ω= .  Відстань, яку пройде зразок типу “палець” по диску 

абсL V t= , де t –час, за який зразок пройде весь диск.  
Абсолютна швидкість в цій системі буде 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21абс отн пер r R r r RV V V r r t r tω ω ω ω ω= + = + = + .         (1.27) 

Час, за який зразок пройде від центра диска до його краю, визначається 

радіусом диска та швидкістю відносного руху зразка 
отн r

R Rt V rω
= = , а повний 

шлях, який пройде зразок по контрзразку з урахуванням (1.27) буде  
 

2 2
2 2

21 1 R
абс r R

r r

R RL V t r t Rr r
ω

ω ω
ω ω

= = + = + .                           (1.28) 

Задаючи форму профілю барабана, можна забезпечити потрібний закон 
зміни абсолютної швидкості ( )абсV t . Використовуючи ті самі позначення, що і в 

попередньому випадку, маємо отн
dLV dt= , звідкіля  

0

t

отнL V dt= ∫ . 

Тоді    
2

2 2 2( )абс R
dLV t R dtω

 = +   
.                           (1.29) 

Враховуючи значення відносної швидкості, отримаємо закон зміни раді-
усу барабана 

2 2 2

2 2
( ) ( )( ) абс R

r r

V t L tr t ω
ω ω

= − .     (1.30) 

 

Знаючи, що 2r rnω π= , довжина барабана rS n t= ∆ , де Δ – крок гвинто-

вої нарізки на барабані, звідкіля 
r

St n=
∆

. Тоді отримуємо диференціальне рів-

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 

43 

 

няння  
2

2 2 2( ) 4 ( ) ( )R абс
dL t n L t V tdt π

  + =  
,     (1.31) причому L(0)=0. Рі-

шення цього рівняння дає можливість розрахувати форму барабана відносно 
осьової координати S 

 
2 22 2

2 2
2 3 3
( ) 1 ( )( ) 24

Rабс абс
R

r rr r

n R SV t S S V tr S n Rn nn n ππ

 = − = −   ∆∆  
.   (1.32) 

 
На рис. 1.27 наведено ізометричне зображення установки для випробу-

вання матеріалів на тертя “за свіжим слідом”. 

 
Рис. 1.27. Модель тертя “за свіжим слідом” на базі машини тертя МДП-1 

 
Для цього був використаний допоміжний вал 4, який обертається з ін-

шою швидкістю, аніж основний вал машини тертя 2, закріплено диск 10. За-
мість тримача нерухомого зразка була встановлена напрямна 8, по якій рухався 
возик 9 з тримачем зразка. Возик рухався за тросом, який через блок 16 намоту-
вався на барабан 15, що в свою чергу з’єднаний через електромагнітну муфту 
14 з допоміжним валом 4. 

Для навантаження використано серійну пневмосистему, складену з мем-
брани 11, манометра 12 та крана з регуляторами 17, 18. Зусилля взаємного при-
тискання зразків через плоский підшипник 7 передається на напрямну 8. 

Мікрометр 13 дозволяє вимірювати відносне зближення зразків. 
Випробування на установці проводилися у такій послідовності. На диск 

4 закріплювали лист матеріалу, який є рухомим зразком. У тримачі нерухомого 
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зразка на возику 9 розміщався зразок типу “палець” 10, форма якого була мо-
дифікована (рис. 1.28) для уникання можливого задиру випробуваного матеріа-
лу. 

Далі вся система нерухомого зразка підводилася до моменту дотику зра-
зка з диском. Причому, початкове положення возика 9 задавалося або від 
центру диска, або від його краю. Далі здійснювалося навантаження через пнев-
мосистему 11, 12, 17, 18. На барабан 15 намотувався трос до повного натяжіння 
і тоді подавався струм на електромагнітну муфту 14. Потім вмикався основний 
двигун, зразки діставали відносний рух, швидкість і закон зміни якого визнача-
лися формою барабану 16 за формулами (1.30), (1.32), а в момент досягнення 
краю напрямних 8, кінцевий вимикач 20 знеструмлював муфту, яка припиняла 
тягнути возик 9, а також подавала електроклапан 17 для скидання загального 
тиску в пневмосистемі. 

 
Рис. 1.28. Зразок для випробування матеріалів на тертя “за свіжим слідом” 

 
При випробуваннях з зусиллям взаємного притискання 0,1–10 Н у поро-

жнину зразка розміщалася тарована пружина. Тоді зусилля визначалося мікро-
метром 13.  Матеріал, що досліджувався, наклеювався на поверхню зразка типу 
“палець”. 

Сила тертя зразка по диску може вимірюватися (рис. 1.26) датчиком 10 
через вал 8 і прапорець 9 або датчиком сили тертя, розміщеним на каретці три-
мача зразка, що встановлюється сам уздовж вектора результуючої сили. Ця 
конструкція наведена на рис. 1.29. Вона встановлена на підшипнику, на осі яко-
го розміщено зразок 2, закріплений в ексцентричний тримач з плечем l. Тензо-
балка 3 вимірює силу тертя. 

 
Рис. 1.29. Конструкція каретки тримача зразка, що встановлюється сам уздовж вектора ре-

зультуючої сили 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 

45 

 

Для розрахунку можливої похибки при вимірюванні сил тертя на  уста-
новці тертя по схемі “за свіжим слідом” без такого додаткового пристрою, вра-
ховуючи, що в останньому випадку вимірювання сили буде виконуватися уз-
довж вектора не абсолютної, а переносної швидкості, маємо похибку 

100%абс пер

абс

F F
Fη
−

= , де індекси “абс” і “пер” означають відповідно силу, яка 

виміряна удовж вектора абсолютної швидкості, та силу, виміряну уздовж пере-

носної швидкості. Підставимо в цю формулу співвідношення пер
абс

F
F Cosα= , де α 

– кут між векторами відносної та абсолютної швидкості, і отримаємо     
(1 )100%Cosη α= − . 
Для установки, що моделює тертя по схемі “за свіжим слідом”, для 

швидкості обертання 31 с-1, коли відстань зразка від центра диску становить 0,1 
м, переносна швидкість дорівнює 0,31 м/с, відносна – 0,2 м/с, похибка склада-
тиме 16 %, а наприкінці досліду на краю диска переносна швидкість дорівнює 
20 м/с, а відносна матиме те саме значення, похибка падає до 0,1 %. Отже, за-
пропонований пристрій значно збільшує точність вимірювання сили тертя. 

Конструкція такої випробувальної установки загалом і конструкція во-
зика разом з тримачем зразка окремо були визнані винаходами [257–258]. 

 
 
1.4. Коливальний рух в кульковому приводі 
 
Ця фізична модель, незважаючи на значні відміни в схемі тертя, може 

бути побудована на базі моделі випробування сферичного шарніра (як на 
рис. 1.20). Для цього треба динамометром 18 навантажувати коромисло, що не 
має осі обертання, але своїми крайніми плечами, що закінчуються упорами, 
спиратися на крайні кульки на обох кінцях трубопроводу, які жорстко закріп-
люються на корпусі 2. Тяги 4, що забезпечують коливальний рух, теж приєд-
нуються до плечей коромисла, а тензодатчики 21 вимірюють силу тертя в тру-
бопроводі. 

Схема такої реконструкції наведена на рис. 1.30.  В нашому випадку на 
рамі 1 закріплено динамометр 3, який через штоки 2, здійснює початкове при-
тискання кульок у трубопроводі 5, яке моделює зусилля, що передається. 

Але подібна модельна установка вимагає значних зусиль на переміщен-
ня кульок в трубопроводі, які неспроможний здійснити приводний двигун ма-
шини тертя МДП-1.  
 
 
 
 
 
 
 
 

2 4 

1 
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Рис. 1.30. Схема реконструкції моделі для випробування шарнірів у модель для випробуван-
ня кулькових передавальних механізмів 

 
 
Перші ж випробування показали, що в кульковому передавальному ме-

ханізмі утворюються значні сили тертя, аж до заклинювання, що призводило до 
гальмування з небезпекою його перегрівання та виходу з ладу. Тому була за-
стосована інша схема, в якій рух кульок всередині трубопроводу здійснювали 
гідроциліндри, установлені в жорсткій рамі (рис. 1.31). 

Тиск в гідросистемі утворюється насосом 1 і подається на гідроциліндри 
3 через клапани 4, кожен з яких по черзі або відкриває доступ до напірної магі-
стралі або в байпасну лінію. Отже кожен з гідроциліндрів по черзі штовхає 
кульки в трубопроводі 7. 

Для забезпечення надійності при випробуваннях з великими зусиллями ця 
установка має жорстку раму 1 (рис. 1.32), до верхньої частини якої шарнірно за-
кріплені гідроциліндри 2. Тиск в напірній та байпасній магістралях для кожного 
гідроциліндра контролюється манометрами 3. Як і в моделі сферичного шарні-
ра, зусилля попереднього притискання кульок в трубопроводі здійснюється та-
рованим динамометром 9, спроможним розвивати зусилля до 50 КН і встанов-
леним в жорстку раму 4, до якої під’єднаний і трубопровід 6 з кульками 7. 

Клапани, що перемикають трубопроводи у гідроциліндрів, керуються 
кінцевими вимикачами, встановленими на штоках, у місці їхнього входу в отвір 
у жорсткій рамі 4. Для запобігання аварії при відмові цих кінцевих вимикачів, в 
системі встановлено перепускний клапан, настроєний на максимально допус-
тимий тиск. При його перебільшенні цей клапан з’єднує напірну і байпасну ма-
гістралі і тиск в гідросистемі падає. Така конструкція випробувальної установ-
ки була визнана винаходом [259]. 
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Рис. 1.31. Принципова схема керування приводом установки моделювання  
кулькового приводу 

 
 

Випробування проводилися на трубопроводі з нержавіючої сталі  
12Х18Н10Т діаметром Ø20 мм (рис. 1.33). Там же можна бачити і декілька ти-
пів внутрішніх елементів трубопроводу, що передають зусилля, які використо-
вувалися в експериментах, а в табл. 3.9 наведено повний перелік цих елементів. 

Вимірювання сили тертя проводилося з застосуванням загартованих 
елементів СПК-59 (табл. 1.10), на стінки циліндричної частини яких були на-
клеєні тензодачики. На рис. 1.33 ці елементи показані з кабелями, що ведуть від 
тензодатчиків до вимірювальних пристроїв. Ці елементи розміщалися на кінцях 
трубопроводу і входили в безпосередній контакт зі штоками гідроциліндрів. 
Кабелі пропускалися в прорізи трубопроводу, зроблені на величину хода што-
ків. 
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Рис. 1.32. Принципова схема (ліворуч) та зовнішній вигляд (праворуч)  

модельної установки для випробування кулькового приводу на тертя і знос 
 
 

В процесі розробки різних форм елементів трубопроводу, які передають 
зусилля, була винайдена така форма, як на рис. 1.34.  

Трубопровід 3 заповнений елементами 2, виконаними у вигляді пів-
сфер, зовнішній діаметр яких рівний меншому внутрішньому діаметру трубо-
проводу. У кожному елементі 2 виконана виїмка радіусом, рівним половині їх 
зовнішнього діаметра, призначена для взаємодії із зовнішньою сферичною по-
верхнею кожного подальшого елемента 2. Оптимальна товщина елементів, 
тобто максимальна відстань між зовнішньою і внутрішньою сферичними по-
верхнями елементів 2, становить 0,2 – 0,3Dn, де Dn – зовнішній діаметр елеме-
нтів 2. 
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Рис. 1.33. Трубопровід, датчики сили та елементи трубопроводу 
 

Виконання елементів 2 товщиною менше 0,2Dn призводить до того, що 
елементи втрачають геометричні форми півсфери, оскільки в такому випадку 
по внутрішній поверхні трубопроводу переміщуються не оптимально прилеглі 
сферичні поверхні, що забезпечують мінімальні контактні напруження між 
елементами і трубопроводом, а деякі сегменти, які при зворотному ході можуть 
викликати задири та руйнування елементів або трубопроводу. Між сферичними 
поверхнями елементів 2 встановлені антифрикційні прокладки 1. 

Пристрій працює таким чином. Зусилля, що створюється командним ор-
ганом, передається на виконавчий орган за допомогою елементів 2, що перемі-
щуються по трубопроводу 3. 

Таблиця 1.10 
Основні типи елементів в кульковому передавальному механізмі 

№ п/п Позначення Ескіз та основні геометричні розміри 
1 
 

2 
 

3 
 

4 
 

5 

Сталеві кульки ді-
аметром Ø19 мм 

СПК-55 
 

СПК-57 
 

СПК-58 
 

СПК-59 
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Рис. 1.34. Трубопровід 3 з елементами 2, що передають зусилля, та антифрикційними про-

кладками поміж ними 1 
 
Ця конструкція силових елементів була визнана винаходом [256]. 
 

 
1.5. Обчислення похибок, зумовлених інерційною та кінематичною 

складовою,  при вимірюваннях сил (моментів) тертя 
 
Для точного визначення триботехнічних характеристик необхідні моде-

льні випробування матеріалів на установках, що реалізовують реальні режими 
роботи вузлів тертя, які проектуються. Для миттєвої фіксації значень сил (мо-
ментів) тертя використовуються шлейфові осцилографи, що фіксують зміни 
опору тензодатчиків, наклеєних на тензобалку. Якщо в процесі випробувань 
відбувається зміна величини коефіцієнта тертя, а також має місце прискорення 
відносного руху, чутливий елемент датчика сили тертя буде фіксувати її вели-
чину з деякою похибкою. Облік і усунення цих похибок дозволить підвищити 
точність результатів вимірювань. 

Далі для всього підрозділу 1.5 були застосовані такі умовні позначення: 
Fдтр, Мд

тр – сила і момент тертя; Fизтр, Миз
тр – сила і момент, що впливають на 

датчик сили тертя; Fстр, Мс
тр – сила і момент тертя у вимірювальній системі; Fи 

– сила інерції; а – прискорення руху системи тримача зразка (для нерухомого 
зразка); t – поточний час; Р – загальна маса системи тримача зразка і зразка; g – 
прискорення вільного падіння; х –  величина переміщення тримача зразка із 
зразком за рахунок деформації пружного елемента датчика сили тертя; с–
жорсткість елемента датчика сили тертя; N—зусилля взаємного притискання 
зразків; ω, ε, v, w – кутові і лінійні прискорення і швидкість відносного перемі-
щення зразків; J –  момент інерції вимірювальної системи відносно осі обер-
тання рухомого зразка; rср – середній радіус прикладення сили тертя; r – від-
стань від центра диска до зразка типу «палець»; vпер – переносна швидкість руху 
зразка, зумовлена обертанням диска; vотн– відносна швидкість зразка в радіаль-
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ному напрямку диска; vа – абсолютна швидкість руху зразка; α – кут між векто-
рами абсолютної vа і переносної vпер швидкостей; wпер – переносне прискорення, 
складене з нормального wn

пер і тангенціального wτ
пер; wк – коріолісове приско-

рення, направлене перпендикулярно площині, утвореній векторами отнv   і ω; β 
– кут між векторами отнv  і ω; Fдви – додаткова сила інерції, викликана перемі-
щенням вимірювальної системи з прискоренням в процесі вимірювання сили 
тертя; γ – кут між векторами Fдви і Fдтр; FR –  результуюча сила, що впливає на 
датчик сили тертя, розташований на каретці утримувача зразка.  

Незалежно від схеми випробувань при вимірюванні сили тертя взаємо-
діють, згідно з принципом д'Аламбера, таким чином:  

 
0Д ИЗ С

ТР ТР МТРF F F F− − + = .                                      (1.33) 

Сила інерції зумовлена прискоренням руху системи тримача зразка, за-
гальмованої пружним елементом датчика сили тертя:  

 

И
РF ag= ⋅ .                                   (1.34) 

Характер зміни F являє собою, по суті, закон зміни лінійних деформацій 
пружного елемента датчика сили тертя  

 
ИЗ
ТРF c х= ⋅  .                                 (1.35) 

Звідки   
2

2

ИЗ
ТРd Fa

сdt
= .                                 (1.36) 

Тут і далі в підрозділі 4.4 мається на увазі, що всі сили безперервно змі-
нюються у часі. 

Тоді в загальному вигляді дійсна сила тертя визначиться з урахуванням 
співвідношень (1.35) – (1.36) вираженням [190] 

 
2

2

ИЗ
Д ТРИЗ С

ТР ТРТР
Р d FF F F g c dt

= + − ⋅⋅ ,                                 (1.37) 

яке ми і будемо далі застосовувати при аналізі похибок. 
  
 

1.5.1. Обертальний та коливальний рух 
 
Для дослідження триботехнічних характеристик матеріалів пар тертя 

при обертальному русі (згідно з ГОСТ 23210-80) найчастіше використовується 
машина тертя МДП-1 або МФТ-1.  
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Розрахуємо тепер можливі кінематичні похибки при обертальній схемі 
тертя. Кінематична схема таких випробувань наведена на рис. 1.35. Тут момент 
тертя виникає в парі тертьових зразків 3, 4 і, передаючись через нерухомий вал 
5 і підшипники 7, впливає через прапорець 6 на датчик моменту тертя 9. Зусил-
ля взаємного притискання зразків передається на нерухомий вал також через 
підшипник 8.  

Як видно з рисунка, аналогічно із співвідношенням (1.37) можна записа-
ти     

0Д ИЗ С
ТР ТР ИТРМ М М N− − + = .                                  (1.38) 

Але роль маси тут буде грати момент інерції уздовж осі обертання, а пе-
реміщення – кут закручування вала 5, тобто з урахуванням виражень (4.77)–
(4.79), а також того, що 

/ИЗ ИЗ
ТР ТР СРF М r=                (1.39) 

маємо, що    1
С С СM М MТР ТР ТР= + .                                         (1.40) 

Вирішуючи спільно рівняння (1.39) – (1.40) і нехтуючи 

1
С С С
Тр ТР ТРМ М М= + ,  

в зв'язку з їх малістю, отримаємо 

1 2
Д ИЗ С

ТР ТРТРМ М М= + ,                                   (1.41) 

звідки можна перейти до сили тертя 
2

2

ИЗ
Д ТРИЗ

ТРТР
СР

l J d MF Mr c dt
 
 = − ⋅
  

.                            (1.42) 

Випробування при коливальному русі, коли рухомий зразок повертаєть-
ся на певний кут, а потім рухається в зворотному напрямку, можуть проводити-
ся на тій же самій установці. Тоді в рівняннях (1.41) – (1.42) треба буде врахо-
вувати знак сил та моментів, але самі рівняння є незмінними. 

 
 
Рис. 1.35. Кінематична 
схема установка для ви-
пробування при оберталь-

ному русі:   
1 – привод;  

2 – передавальний меха-
нізм; 8 – рухомий зразок;  
4 –нерухомий зразок; 5 – 

вал;  
6 – прапорець;  

7 – система плоских і ра-
діальних підшипників;  

8 – упорний підшипник;  
9 – пружний елемент 
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1.5.2. Поступальний та зворотно-поступальний рух 
 
Узагальнена кінематична схема такого випробування наведена на 

рис. 1.36.  
Тут зразок 1 переміщується з прискоренням w відносно зразка 2. Обидва 

зразки розміщені на роликах, але загальмовані пружними елементами 6 і 7, де-
формація яких пропорційна Fизтр. Нехтуючи величиною Fтр у зв'язку з її маліс-
тю, маємо з урахуванням формул (1.41) і (1.42) : 
 

для елемента 6                     
2

1
ТР1 21

F
ИЗ

Д ТРИЗ
ТР

Р d FF wс g dt
 
 = − +
  

;                               (1.43) 

для елемента 7                        
2

2
ТР2 22

F
ИЗ

Д ТРИЗ
ТР

Р d FF с g dt
= − ⋅ .                          (1.44) 

 
Індекси 1 і 2 в формулах (1.43) – (1.44) означають відповідно параметри 

вимірювальної системи, розташованої на тримачі зразка і на основі установки. 
Наявність додаткової похибки за рахунок w зовсім не означає, що ця схема ви-
мірювання гірше, оскільки звичайне P2>> P1, тому для вибору схеми вимірю-
вань необхідно аналізувати другий додаток у рівняннях (1.43) і (1.44) цілком. 

Для зворотно-поступального руху в рівняннях (1.43) і (1.44) треба вра-
ховувати знак сил, що діють у вимірювальній системі, але загальний вигляд цих 
рівнянь є незмінним. 

 
Рис. 1.36. Кінематична схема установки для випробування  

при зворотно-поступальному русі: 
1 – зразок типу «палець»; 2 – зразок типу «довгомірна напрямна»; 3 – тримач зразка;  

4 –  ролики; 5 – основа тримача зразка; 6 і 7 –  пружні елементи датчиків сили тертя, розта-
шовані на тримачі зразка і на основі установки 

 
Розглянуті вище в пп. 4.4.1–4.4.2 основні типи руху при випробуванні 

на тертя дозволяють провести аналіз більш складних схем, в яких неможливо 
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нехтувати параметрами Fтр і Мтр і де сама вимірювальна система зазнає пере-
міщення з прискоренням. 

1.5.3. Рух по спіралі Архімеда1 
 
Для моделювання випробувань на довговимірній напрямній, коли рух 

випробуваного зразка здійснюється по поверхні, що не піддавалася тертю (по 
свіжому сліду). Кінематична схема вимірювання сил тертя приведена на 
рис. 1.37.  

Диск 2 обертається з певною кутовою швидкістю і кутовим прискорен-
ням. Одночасно зразок 7 переміщується по напрямним 4 уздовж радіуса диска з 
швидкістю v і прискоренням w. Сила тертя зразка по диску може вимірюватися 
датчиком 10 через вал 8 і прапорець 9 або датчиком сили тертя, розміщеним на 
каретці тримача зразка, який встановлюється сам уздовж вектора результуючої 
сили.  

Розглянемо тепер можливі похибки при вимірюванні на такій установці. 
Розташування векторів сил для обох способів вимірювання сили тертя показане 
на рис. 1.38 

 
Рис. 1.37.  Установка для випробування при русі по спіралі Архімеда: 

1 –  привод; 2 – диск; 3 – привод каретки тримача зразка; 4 –напрямні; 5 – гвинт;  
6 – каретка тримача зразка; 7 – зразок типу «палець»; 8 –  нерухомий вал; 9 – прапорець;  

10 – датчик сили тертя 
 

Тоді  , , ,отн
пер отн

пер
arctg ar r tυ

α υ υ υ υ
υ

= = = = ; 

1 , , 2 sin 2отн karctg atα ω ω ω ω υ β ωυ= = = ⋅ ⋅ = ,   (1.45) 

                                         
1 У розробці приймав участь І.П. Казіміров. 
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 оскільки  β = 90°. 
 

.  
 

Рис. 1.38. Схема розташування векторів швидкостей, прискорень і сил  
при (а) вимірюванні сили тертя датчиком  10 з рис. 4.3 (точка А) і  

при (б) вимірюванні сили тертя системою, розташованою на каретці тримача зразка,  
який встановлюється сам уздовж вектора результуючої сили (точка В) 

 
У точці А сила тертя FДТР направлена уздовж лінії а-а, утвореної резуль-

туючим вектором швидкості аv . Але на пружний елемент датчика сили тертя 
10 діє момент, зумовлений проекцією сили тертя на лінію б-б, а також силою 
інерції FДТР  зумовленою коріолісовим прискоренням wк і прискоренням пере-
міщення вимірювальної системи, а також масою каретки тримача зразка 6 із 
зразком 7. Тоді аналогічно з рівняннями (1.41) – (1.42) маємо 

 

 
2

2cos
ИЗ

Д ДВ ТРИЗ
ТР ТР И

J d MM F F rcr dt
α

 
 = + + ⋅ ⋅
  

.               (1.46) 

З урахуванням рівняння (1.43) 
2

22

1cos

ИЗ ИЗ
ТР ТР

Д
ТР

M Р J d M
t g c t dtF

arctg t

ωυυ υ

ω

− ⋅ − ⋅
= .      (1.47)  

У точці В на вимірник сили діє сила інерції FДВИ, зумовлена не тільки 
коріолісовим прискоренням wк, але і прискоренням відносного руху wотн і на-
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правлена уздовж лінії г-г. Але дійсна сила тертя, як і раніше направлена уздовж 
лінії в-в вектора аv . Тому сила FR, визначена вимірником сили, буде результа-

том векторного підсумовування дв
иF  і д

трF  і до неї додасться сила інерції, ви-
кликана прискоренням переміщення пружної частини вимірника сили разом з 
вимірником сили і зразком (загальною масою P1). 

Тоді    
2

2
1 ИЗ

ТРИЗ
ТР R

Р d FF F g c dt
= + ⋅⋅

;                  

2 2( ) ( ) 2ДВ Д ДВ Д
R И Тр И ТрF F F F F соsγ= + + ⋅ ;                     (1.48) 

2 2
a отн kω ω ω= + ;                  (1.49) 

пер

отн отн
arctg arctg κυ ω

γ
υ ω

= − ;                                     (1.50) 

1ДВ
aИ

РF g ω= ;                (1.51)  

2( ) 2 0Д Д Д
ТР И ТРF F F соs Zγ+ ⋅ ⋅ ⋅ = ;                              (1.52) 

де      
22

2
2

1( )
ИЗ

ДВ ТРИЗ
ТРИ

Р d FZ F F g dt
 
 = − − ⋅
  

. 

Це вираження являє собою квадратне рівняння, в рішенні якого має фі-
зичне значення тільки один корінь, що приймає позитивне значення, а саме 

2 2 2 2cos cosД
ТРF Y Y Y Zγ γ= − + ⋅ − + ,              (1.53) 

де                     2 2 21 4РY g ω ω υ= + . 

 
1.5.4. Коливальний рух в шарнірі 
 
Похибки, зумовлені динамічною складовою, при вимірюванні моменту 

тертя визначимо з застосуванням кінематичної схеми установки (рис. 1.39). 
Тут сферичний або циліндричний елемент 1 притискається до основи 2 

верхньою кришкою 3. Можливе також його навантаження через шток 14. Кри-
вошипно-шатунний механізм 6, 7 через коромисло 5 і тягу 4 приводить випро-
буваний елемент у коливальний рух. 

Загальна формула для оцінки похибки FДВТР аналогічна рівнянням (1.42) 
і (1.43), але залежно від точки установки датчика сили (моменту) тертя в пара-
метр J будуть включені різні моменти інерції 

 

1 2
Д ИЗ С

ТР ТРТРМ М М= + ,                                                (3)

звідки можна перейти до сили тертя 
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2

2

ИЗ
Д ТРИЗ

ТРТР
СР

l J d MF Mr c dt
 
 = − ⋅
  

 .                               (1.54) 

 
Рис. 1.39. Кінематична схема установки для випробування при коливальному русі:  
1 – сферичний або циліндричний елемент; 2, 3 – нижня і верхня основи; 4 – тяга;  

5 – коромисло; 6, 7 – кривошипно-шатунний механізм; 8, 10 – датчики сили тертя;  
11 – вимірювальний вкладиш; 12, 13 – пружини; 14 – шток 

 
При вимірюванні сили тертя Fизтр1 на вкладиші 11, його момент інерції 

рівний половині моменту інерції тонкого кільця [70]. 
Якщо використовуються датчики 8, то похибка FИЗТР2 визначиться мо-

ментом інерції сферичного або циліндричного елемента 1. 
При вимірюванні сили FИЗТР2 датчиком 9, за умови, що висота важеля 

коромисла 5 дорівнює радіусу, а кут гойдання невеликий, до моменту інерції 
елемента 1 додасться момент інерції коромисла, який можна уявити як стер-
жень. 

 
1.5.5. Коливальний рух в кульковому передавальному механізмі1 
 
Аналогічна схема створення коливального руху стає на пригоді при 

створенні моделі тертя в кульковому передавальному механізмі. Цей механізм 
являє собою кулькопровід, заповнений кульками, який здатний передавати зу-

                                         
1 В розробці приймав участь І.П. Казиміров 
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силля в довільному напрямку, аналогічно гідравлічній передачі. На рис. 1.40 
показана кінематична схема експериментальної установки з довільно обраною 
формою кулькопроводу. Привід коливального руху аналогічний рис. 1.39. Тому 
і аналіз похибок аналогічний попередньому розділу. Для датчика 10 похибка 
зумовлена тільки масою фрагмента кулькопровода і описується рівнянням 
(1.42). Для датчиків 8 і 9, як і в попередньому випадку, похибка буде визнача-
тися вираженням (1.49), але значення моменту інерції кульок, рухомих по куль-
копроводу, потрібно визначати згідно з вираженням [123]: 

 

( ) (2 2

1 1
)

k n
jsі

і sj
і j

J m J
ωυ

ω ω= =
= +∑ ∑ .                             (1.55) 

Розкриємо значення цих параметрів: 

, і ш
sі s і

ш

і Рb m gdυ υ ω= = = ; 

2,2
j j j j ш

sj j J
ш

a Р a R Р
J R Рg dπ

= ⋅ ⋅ = .   (1.56) 

 
Рис. 1.40. Кінематична схема установка для випробування кулькового передавального меха-

нізму при коливальному русі: 
1, 2 – кривошипно-шатунний механізм; 3 – коромисло; 4 – упори: 5 – кульки;  

6 –  кулькопровід; 7 – основа; 8, 9, 10 – датчики сили тертя; 11 – рухомий фрагмент кулькоп-
ровода, встановлений на котки і загальмований датчиком сили тертя 
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Тоді похибка вимірювання сили тертя для датчиків 9 визначиться з ви-

раження: 

   
2

2
2 2

1 1

1
2

K т ИЗ
Д ш ТРИЗ

ТР і j jТР
ш j j

Р в d FF F l a R
g c d dtπ= =

 
 = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅   
∑ ∑ .           (1.57) 

Якщо вимірювання проводилося датчиком 8, то при тих же обмеженнях, 
що і в попередньому випадку для установки дослідження шарнірів на тертя, до 
моменту інерції кульок, рухомих в трубопроводі, додасться момент інерції ко-
ромисла . 
 

1.5.6. Розрахунок  похибок, зумовлених інерційною складовою, при 
вимірюванні зусиль на зчепленні шахтного локомотива з ва-
гонами 

 
Для вимірювання зусиль на зчепленні шахтного локомотива з вагонами 

у точці зчеплення Схему вимірювання показано на рис. 1.41 
На стінках датчиків сили або тензометрах розміщені тензодатчики, сиг-

нал яких записувався на шлейфовий осцилограф Н700. Тензометри являють со-
бою пружні елементи у формі балочок рівного опору або трубок [294]. Саме лі-
нійну деформацію тензометрів і фіксують тензодатчики. В процесі шатуна сила 
тертя весь час змінюється з причин зміни напрямку руху повзуна, швидкості і 
т.ін. Отже в системі «повзун-направляюча» виникає відносний рух з прискорен-
ням. А там де є переміщення з прискоренням, обов'язково має місце вплив інер-
ції на характер деформації пружного елемента вимірювальної системи. Схема 
сил, що діють в такій системі (рис. 1.41), аналогічна розглянутій в п. 1.5.2. 

 

 
 

Рис. 1.40. Принципова схема дії сил у вимірювальній системі “ повзун-направляюча”: 
1 – тензодатчик;  2 – вагон 

 
При вимірюванні сили тертя плунжера по направляючій, сили у вимірю-

вальній системі взаємодіють згідно з принципом д'Аламбера за формулою 
(1.46), в якій FД  – справжня сила тертя повзуна по направляючій, Fиз – сила, яку 
виміряв тензодатчик, FИ – сила інерції в системі “повзун-направляюча”. 

Сила інерції зумовлена прискоренням а відносного руху системи “пов-
зун-направляюча”, об’єднаної пружним елементом датчика сили тяги, і отже 
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для цієї системи вимірювання можна застосувати висновки з формул (1.48) для 
визначення похибок, викликаних інерційною складовою за рахунок прискорен-
ня системи вимірювання, в яких Р – вага вагонів; с — жорсткість елемента дат-
чика сили тяги; х – лінійне переміщення вагонів відносно локомотива. 

Тоді, порядок обчислення  похибки, зумовленої інерційною складовою, 
був наступний: a) На графіку зміни Fиз(t) вибрати ділянки, де графік має нену-
льовий кут α – відносно лінії, що позначає час. b) Розрахувати tgα, який буде 

дорівнювати 
2

2

ИЗd F
k

dt
, де k – масштабний коефіцієнт. Якщо знак тангенсу буде 

негативний, то його треба враховувати в формулі (1.44). c) Визначити розмір 
Р

g c⋅
 і відняти інерційну похибку від виміряного значення сили тяги. 

Оскільки графік зміни сили тертя являє собою подібну до синусоїди 
криву, для розрахунку було взято тільки верхню частину графіку, де сила тертя 
збільшується, доходячи на максимуму, а потім починає зменшуватися.  

Маса тензодатчика, разом з вирізаним фрагментом направляючої та кот-
ками, складала 2,86 Н.  Жорсткість тензодатчика складала 1,19 МН м. Масшта-
бний коефіцієнт виміру зусилля на осцилографі був прийнятий нами 1,48 Н/мм,  
виміру часу – Δt = 0,0018265 с/мм.  

Графік втрат на тертя був згладжений, оскільки меншого масштабу по 
часу досягти не вдалося – швидкість протягання фотопаперу в осцилографі бу-
ла занадто мала. Всі наступні розрахунки були зведені в табл. 1.11, в якій вилу-
чені деякі рядки без втрати інформативності. 

Аналіз отриманих результатів оцінки похибки, яку вносить інерційна 
маса в систему вимірювання втрат на тертя в направляючій преса показує, що 
помилка всього у 5 % не є фактичною, бо осцилограма перед оцифровкою була 
згладжена. Розрахунок для однієї точки, проведений для Δt= 0,049087385 c/мм 
дав похибку уже в 9,0254 %, а для Δt = 0,01120 с/мм –  90,54 %. Очевидно, що 
для більш точних вимірювань або для вимірювань, що проводять з малим ін-
тервалом часу, розрахунок інерційних похибок є актуальним. 

Оскільки цей принцип розрахунку інерційних похибок був застосований 
і при вимірювань сил (моментів) тертя на випробувальних машинах тертя       
(п. 5.1), то його можна вважати універсальним і застосовувати в усіх випадках, 
коли має місце вимірювання сил датчиками, які мають пружний елемент. 

Таблиця 1.11 
Розрахунок миттєвого значення інерційних похибок при вимірюванні зу-

силь на зчепленні шахтного локомотива з вагонами 
Поточний час 
експерименту, 

с 10-2 

Виміряна сила 
тертя, Н 10-2 k

dt
Fd ИЗ

2

2

, Н/с2 
Інерційна по-
хибка, Н 10-2 

Відносна 
похибка, % 

0,365301 8311,579 13346,7 11,4 -1,37 
0,913254 8905,263 66733,5 56,98 -6,4 
1,095904 9498,947 -26693,4 -22,79 -2,4 
1,826507 10686,32 40040,1 34,19 3,2 
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Поточний час 
експерименту, 

с 10-2 

Виміряна сила 
тертя, Н 10-2 k

dt
Fd ИЗ

2

2

, Н/с2 
Інерційна по-
хибка, Н 10-2 

Відносна 
похибка, % 

2,55711 11280 40040,1 34,19 3,03 
2,739761 11131,58 -40040,1 -34,19 -3,07 
3,653015 9647,368 -40040,1 -34,19 -3,54 
3,835665 9053,684 17795,6 15,2 1,68 
4,018316 9944,211 44489 37,99 3,82 
4,93157 8905,263 -35591,2 -30,39 -3,41 
5,479522 10092,63 -62284,6 -53,18 -5,27 
5,662173 8905,263 -26693,4 -22,79 -2,56 
6,210125 9795,789 -17795,6 -15,2 -5,5 

 
1.6. Чисельний експеримент з розрахунку коефіцієнту тертя за адге-

зійно-деформаційною теорією 
 
Розглянемо узагальнюючі рівняння, отримані в п.1.1 на основі адгезійно-

деформаційної теорії (в цьому пункті всі умовні позначення тотожні п.1.1) для їх 
можливості прогнозувати значення коефіцієнта тертя металополімерних пар тертя. 

Для перевірки цих формул були проведені експерименти на машині тер-
тя МФТ-1 для пари сталь 12Х16Н10Т…фторопласт-4 по схемі торцевого тертя 
циліндричних зразків діаметром Ǿ20х28 мм. Очевидно, що в цих випробуван-
нях мав місце пружний насичений контакт (в термінах адгезійно-деформаційної 
теорії), оскільки твердість фторопласту на два порядки менше за твердість ста-
лі. Температура фрикційного нагрівання вимірювалася хромель-копелевою 
термопарою, вміщеною в отвір нерухомого зразка, просвердлений на відстані 
0,5 мм від поверхні тертя. 

Результати проведених дослідів наведені на рис. 1.41 разом з результата-
ми розрахунків за (1.22) коефіцієнта тертя для тих же параметрів випробування. 

Аналіз отриманих результатів показує значне відхилення (на 30–50 %) 
розрахункових від експериментальних коефіцієнтів тертя. Причому, незрозумі-
лим, на перший погляд, є значне збільшення fexp при збільшенні швидкості, а 
також сідлоподібна форма графіку залежності від Ра. Зміна питомого тиску в 
такому незначному діапазоні, з точки зору теоретичної формули, не повинна 
була б так кардинально впливати на процес тертя. 

Пояснення цих явних невідповідностей можна знайти, розглянувши на рис. 
1.42 графік зміни у часі fexp і його порівняння з fsolv. Тут ми бачимо незначне відхи-
лення обох кривих на початку процесу тертя, але різниця постійно збільшується. 
Обстеження поверхні тертя сталевого зразка показало, що вона повністю покрита 
плівкою з фторопласту, товщиною 300 – 500 мкм. Отже, тертя для самозмазуваль-
них матеріалів здійснюється фактично само по собі. При цьому, основні характе-
ристики металевого зразка практично виключаються з процесу тертя. 

Стає зрозумілим і “сідлоподібність” залежності fexp від Ра, бо в процесі 
тертя фрикційний нагрів акумулюється в плівці фторопласту з причини його 
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низької теплопровідності і викликає його деструктуризацію, отже при переході 
через температуру розплаву фторопласту, з`являється вже не зовнішнє, а внут-
рішнє тертя, розрахунок коефіцієнта якого ще складніший. 
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Рис. 1.41. Залежність коефіцієнта тертя f (ордината) фторопласту по сталі 12Х18Н10Т  
від питомого тиску Ра (абсциса), МПа: 1-3 – експериментальні залежності; 4-6 – розрахунки;  

1, 4 – V = 0,52 м/c;   2, 5 – V = 8,3 м/c;    3, 6 – V = 15 м/c 
 
В наш час розроблена велика гамма самозмазувальних матеріалів. На 

основі фторопласту – металофторопласт та фенілон, на основі поліетилену – 
маслянит, на основі графіту – вуглеграфіти та вугільні тканини і так далі. І кі-
лькість їх постійно зростає. Тому для визначення триботехнічних параметрів 
цих матеріалів важливу роль має фізичне моделювання процесів тертя з насту-
пною обробкою результатів експерименту. 

 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0 50 100 150 200

fexp
fsolv

 
 

Рис. 1.43. Залежність коефіцієнта тертя fexp (ордината) фторопласту по сталі 12Х18Н10Т  
від часу τ (абсциса), сек, у порівнянні з розрахунковим fsolv  при Ра = 30 МПа; V= 1 м/c 

 
Тому, для розрахунку трибо технічних параметрів формули, що сліду-

ють  з неї, використати дуже складно, оскільки вони містять параметри, які 
складно, а почасти і неможливо знайти.  
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2. МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТРИБОТЕХНІЧНИХ 
ПОКАЗНИКІВ ВУЗЛІВ ТЕРТЯ 

 
2.1. Математична модель тертя в сферичному шарнірі 

 
2.1.1. Оцінка деформаційних складових втрат на тертя в антифрикційних 
вкладишах сферичного шарніра 

В наш час в різних агрегатах (екскаваторах, судах, літаках і т.п.) набува-
ють поширення великогабаритні сферичні шарніри з вкладишами з твердих са-
мозмазувальних матеріалів (це фторопласти, маслянити, нафтлени і т.ін.). Необ-
хідна величина зусилля приводу для такого шарніра залежить від його констру-
ктивно-технологічних особливостей. У ньому, нарівні з процесами тертя, мають 
місце процеси деформування вкладишів, зумовлені макровідхиленнями профі-
лю поверхні сферичної п'яти від правильної геометричної форми. Макровідхи-
лення можуть бути нерегулярними (еліпсоїдальність) і більш або менш періоди-
чними (хвилястість) [77-78]. Якщо для малогабаритних шарнірів складові втрат 
на тертя внаслідок деформування вкладишів можуть бути сумірні з адгезійною 
складовою втрат на тертя, то для великогабаритних (діаметром 0,2 – 1,0 м) де-
формаційна складова загальних втрат зусиль в шарнірі, у зв'язку із зростанням 
абсолютних величин макровідхилень, може призвести до значних похибок при 
визначенні необхідного зусилля приводу. 

Розробимо методику оцінки втрат на деформування антифрикційних 
вкладишів на полімерній основі залежно від параметрів хвилястості сферичної 
п'яти.  
Приймемо ряд припущень і спрощень: 

1) сферична п'ята є абсолютно жорсткою; 
2) деформації вкладиша пружні; 
3) тут розглядаються тільки шарніри, в яких вкладиш виконаний у ви-

гляді суцільного кільця, розташованого симетрично відносно осі шарніра, спів-
падаючої з переважним напрямом експлуатаційного навантаження, при цьому 
сферична п'ята здійснює коливальні рухи в площині, що проходить через цю 
вісь. 

4) хвилястість поверхні має такий вигляд і параметри, як на рис 2.1. 
На рис. 2.2. наведена схема великогабаритного сферичного шарніра. На 

основі 1 закріплено кільцевий вкладиш 2, розташування якого характеризується 

кутами 1λ і 2λ . До сферичної п'яти 3 радіусом R прикладені експлуатаційне на-
вантаження F і зусилля приводу Т, діюче по дотичній до поверхні п'яти на від-
стані R від її центра. Коливання п'яти здійснюється навколо осі О, розташованої 
перпендикулярно площині рисунку. 
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Рис 2.1. Хвилястість поверхні тертя: b – крок хвилі, однаковий по вели-
чині у взаємно перпендикулярних напрямах;  h – висота одиничного ви-
ступу  

 
Рис. 2.2.  Розрахункова схема сферичного шарніра з вкладишами 

 
Нехай підйом ΙΒ  хвилястості знаходиться під кутом βi від вертикальної 

осі шарніра і відстані ΙR  від осі О:  ΙR  = Rcosβi. 
Розташування антифрикційного вкладиша зручно характеризувати вели-

чинами h1  i h2 ( висота сферичних сегментів), при цьому: 

11 cosλRh = ,    22 cos λR=η . 

При повороті сферичної п'яти навколо осі О на кут 2
π

 підйом ΙΒ  руха-

ється по колу з центром Оi і здійснює шлях ΙL   

2
cos

2
* Ι

ΙΙ ==
BRRL ππ

. 

Розглянемо перетин О-О шарніра (РИС. 4..8), в якому розташування 
вкладиша характеризується величинами h1 i h2, а також радіусом ΙR  кола ΙO   і 
кутами 1γ  , 2γ . Тоді маємо 
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ΙΙ

===
β
λ

β
λ

γ
cos
cosarcsin

cos
cosarcsinarcsin 11

2

1
1 R

R
h
h

 

і відповідно   
Ι

=
β
λ

γ
cos
cosarcsin 2

2 . 

 
Рис. 2.3. Перетин шарніра по осі коливання О. Тут кути 1γ  , 2γ  позначені від-

повідно як v1, v2 
 

Одиничний виступ здійснює по вкладишу шлях 









−Ι=−=

ΙΙ
ΙΙ β

λ
β
λ

βλγ
cos
cosarcsin

cos
cosarcsincos)( 12

21 RRl . 

Під час руху по вкладишу виступ послідовно стискає ділянки шириною 

b, що прокладає смугу довжиною Ιl , при цьому здійснюється робота   

1 iA V PΙ = ⋅∆ , 
де Vi – сума об'ємів матеріалу вкладиша, що витісняються одиничним виступом 
при його русі (тобто об'єм смуги з параметрами Ві, h);  

P∆  – величина питомого навантаження, необхідного для притискання вкла-
диша на величину h. Об'єм приблизно можна визначити за формулою [77] 

,
3
2

ΙΙ = BhlV  

де Bh
3
2 - площа найбільшого перетину виступу. 

Робота, що здійснюється одним виступом при повному перетині ним 
вкладиша, становить 

PBhlA ∆







−=

ΙΙ
ΙΙ β

λ
β
λ

β
cos
cos

arcsin
cos
cos

arcsincos
3
2 12 . 
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У площині кола Оi повне число таких перетинів одиничними виступами 

при повороті п'яти на кут 2
π

 буде дорівнювати 

b
R

b
Ln

2
cos ΙΙ

Ι ==
βπ

. 

Сумарна робота, що здійснюється виступами в площині кола Оi  









−∆==

ΙΙ
ΙΙΙΙ β

λ
β
λ

β
π

cos
cosarcsin

cos
cosarcsincos

3
* 112

2

1 PhRnAA . 

Повна робота, яка здійснюється при коливанні сферичної п'яти на кут 2
π

, 

дорівнює сумі робіт, що здійснюються в площинах кіл Оi , віддалених одна від 
одної по дузі кола радіуса R (по поверхні п'яти) на відстані b, при цьому, врахо-
вуючи, що вкладиші взаємодіють з п'ятою у двох четвертях цих кіл, отримаємо:           

∑∑
= ΙΙ

Ι
=

Ι 







−∆

Π
==

N

i

N

I
поля PhRAA

1

122
2

1 cos
cosarcsin

cos
cosarcsincos

3
2

β
λ

β
λ

β , (2.1) 

де N – кількість хвиль. 
Ця ж робота здійснюється зусиллям  Т приводу в умовах рівномірного 

руху на шляху    2
RTAприв

π
= .           (2.2) 

Прирівнявши праві частини формул (2.1) і (2.2), отримаємо 









−∆=

ΙΙ=Ι
Ι∑ β

λ
β
λ

β
cos
cosarcsin

cos
cosarcsincos

3
4 12

1

2
N

PRhT .    (2.3) 

Величина питомого навантаження P∆ , визначається дослідним шляхом, 
здійснюючи навантаження фрагмента вкладиша на величину попереднього 

(експлуатаційного) тиску экспP , а потім підвищуючи тиск до значення hP , при 
якому вкладиш усадиться на величину h.  
              Величина h задається на основі вимог креслення до параметрів хвиляс-
тості поверхні сферичної п'яти і попереднього досвіду виготовлення подібних 
деталей, або визначається за хвилеграмами поверхні, отриманими за допомогою 
профілографа. 

Величини кутів iβ  розраховуються, виходячи із значення кроку хвиляс-
тості b, яка для токарних робіт приймає значення в межах 10-3 – 10-4м; h приймає 
значення в межах  10-6 – 10-4 м [78].  

На підставі теоретичних розрахунків визначимо величину втрат на дефо-
рмування антифрикційного вкладиша з антифрикційної тканини типу даклен, на 
основі фторопластових ниток. стосовно до модельної установки сферичного 
шарніра. 
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Величина P∆  для вкладиша з цього матеріалу становила 2,0 МПа для     
h = 410− м; b = 1,10 2− м. 

Знаючи радіус сферичної п'яти R = 1·10 1−  м, можна розрахувати кількість 
хвиль, що розміщуються на дузі кола  

2
RL π

= . 

15
1012

10114,3
2 2

1

=
••

••
== −

−

b
RN π

. 

 Підставляючи чисельні значення в формулу (2.3), визначаємо зусилля 
приводу Т, яке діє на плечі, що дорівнює радіусу шарніра і необхідне для подо-
лання дії сил, виникаючих в сферичному шарнірі при деформації вкладиша хви-
лястою поверхнею п'яти Т = 200 Н. 

Для перевірки цих висновків були проведені експерименти на моделі 
сферичного шарніра за схемою, наведеною на рис. 1.20 з частотою коливання 
0,1 Гц, щоб на виміри не впливала інерційна складова сил, з питомим тиском 20 
МПа. З метою виключення впливу хвилястості на деформацію тканини типу да-
клен, сферична п’ята покривалася в 5 шарів лаком ФБФ до утворення абсолют-
но гладкої поверхні. В інших дослідах сферична п’ята мала хвилястість, як в на-
ведених вище розрахунках, яка виникала внаслідок процесу її виготовлення на 
токарному станку. Тензокільце 21 (рис. 1.20) якраз дозволяє вимірювати зусил-
ля, що в наших розрахунках позначається як Т, оскільки воно розташовано на 
плечі, яке дорівнює радіусу шарніра.  

Вимірювання сили тертя для двох різних станів поверхні сферичної п’яти 
дало наступні результати: для досліду з хвилястою поверхнею зусилля на при-
води становило 3,25 кН, а для дослідів з гладкою поверхнею – 2,96 кН. Їх різни-
ця складає 290 Н, що відрізняється від розрахованого на 30 %. Але тут треба 
врахувати і вплив лаку ФБФ, який, як показали досліди, не тільки на сферично-
му шарнірі, але й для торцевої схеми тертя, значно зменшує коефіцієнт тертя. 

Як видно з розрахунків та експериментів хвилястість поверхні сферичної 
п'яти може істотно збільшити внутрішні втрати в шарнірі. Вони тим значніше, 
чим більше висота хвилястості і менше її крок. Втрати залежать також від жорс-
ткості матеріалу вкладиша. Звідси слідує, що при розробці великогабаритних 
сферичних шарнірів необхідно задавати високі вимоги до якості поверхні сфе-
ричної п'яти і підбирати порівняно еластичний антифрикційний матеріал для 
вкладишів. 

Підхід, на якому заснована запропонована методика, може бути пошире-
ний для більш широкого кола задач, у тому числі для випадку обертального ру-
ху сферичної п'яти і в разі виконання вкладиша у вигляді окремих сегментів різ-
ної геометричної форми. 

 
2.1.2. Математична модель втрат на тертя в сферичному шарнірі 

 
Для п. 2.1.2 були застосовані такі умовні позначення: 
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R1 і R2 – відповідно радіуси поверхонь сферичної п'яти і основи; h(φ, θ) – товщи-
на антифрикційного вкладиша зі сферичними координатами φ і θ; р(φ, θ, t) – 
миттєве значення контактного тиску в точці на сфері; t – поточний час; W(φ, θ, t) 
– миттєве значення поперечного обтиснення полімерного вкладиша в точці  (φ, 
θ); K(φ, θ, t) – миттєве значення модуля вінклеровського шару; Г(φ, θ, t) – функ-
ція  швидкості релаксації; E(φ, θ, t) – миттєве  значення  модуля  Юнга; gρ(φ, θ, 
t) – миттєве значення вектора сили тертя; μ(φ, θ, t) – миттєве значення коефіціє-
нта тертя; V

ρ
(φ, θ, t) – миттєве значення результуючого вектора відносної швид-

кості ковзання; aρ(t) - радіус-вектор положення центра сферичної частини п'яти; 
δ(φ, θ, t) – зазор між п'ятою і основою; nρ –  одиничний вектор внутрішньої нор-

малі до поверхні основи; 
→

N  – головний вектор зовнішніх навантажень; s – 
площа контакту сферичної п'яти з полімерним вкладишем; Мg – число частин 
розбиття тимчасового відрізка, на якому виконується рішення системи (17) - 
(18); m – порядковий номер кроку дискретизації; wρ (t) - узагальнений вектор 

відносної кутової швидкості п'яти і основи; R
ρ

– радіус-вектор точки сферичної 
поверхні відносно миттєвого центра швидкостей; КВ3 – коефіцієнт взаємного 
перекриття; l1 – ширина полімерного фрагмента вкладиша; l2 – його висота; К – 
загальна кількість прямокутних фрагментів, розміщених на сферичній основі; k 
– поточний номер прямокутного фрагмента; А, βα ,  – коефіцієнти функції, що 
апроксиують залежність модуля вінклеровського шару; θ1 і θ2 – кутовий діапа-
зон розміщення полімерних вкладишів; θ1/2 – кут розділення фрагмента вклади-
ша; φ1/2 – кут зміщення розділених фрагментів вкладишів; θB і θН – кути  розмі-
щення прямокутних фрагментів вкладишів відносно "полюса" (верхній і ниж-
ній); l(θ) розрахункова ширина фрагмента вкладиша; φр – кут відносного змі-
щення прямокутних фрагментів. 

Антифрикційні вкладиші з полімерних матеріалів, вміщені між сферич-
ною п'ятою і сферичною основою і закріплені на одному з них, дозволяють зни-
зити момент тертя  і підвищити довговічність сферичного шарніра (рис. 2.4). 
Однак форма вкладишів і кути їх розташування відносно  "полюса" шарніра 
впливають істотним чином  на величину моменту сили тертя, яка може в декі-
лька разів перевищувати силу тертя тієї ж пари тертя на площині. Крім того, 
деформація полімерних вкладишів за рахунок зусилля, що впливає на шарнір, 
носить виражений релаксаційний характер. Тому необхідна методика розрахун-
ку моменту тертя і зближення п'яти і основи в умовах постійних змін швидко-
стей і навантажень, вважаючи, що залежність коефіцієнта тертя від режимів ро-
боти плоскої пари тертя нам відома. 
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Рис. 2.4. Розрахункова схема сферичного шарніра: 1 – сферична основа; 
2 – сферична п`ята; 3 - антифрикцийний полімерний вкладиш  

 
Для цього введемо дві системи координат: прямокутну декартову Оxyz і  

сферичну Orφθ  із загальним  центром в т. О (рис. 2.5), яка є центром поверхні 
сферичної основи. Положення будь-якої точки на поверхні сферичної основи 
визначається її сферичними координатами. 

 
Рис. 2.5. Сферичний шарнір: 1 – сферична п'ята; 2 – сферична основа;   θ 
– кут між точкою на сфері і «полюсом»; φ – кут в площині, розташований 
перпендикулярно осі п'яти 
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Введемо обмеження: 
1)                  ∆R2= R1-R1 << R2 і R1,                                        (2.4) 

h(φ, θ) ≈ ∆R,                                     
і не ступінчаста; 

2) полімер являє собою спадковий в'язко-пружний шар вінклеровського 
типу [40, 51], в якому р(φ, θ, t) залежить від історії зміни W(φ, θ, t) 

р(φ, θ, t)= K(φ, θ, t)  [W(φ, θ, t) - τθϕτ dtWtГ
t

),,(),(
0
∫ ]  (2.5) 

K(φ, θ, t)= E(φ, θ, t)/h(φ, θ).                         (2.6) 
Якщо полімер є нестаріючим, то (2.6) інваріантне по відношенню до пе-

ретворення зсуву за часом, тобто 
Г(t, τ) = Г(t-τ)    (2.7) 

3) сферична основа і п'ята шарніра вважаються абсолютно жорсткими у 
порівнянні з полімерним вкладишем; 

4) при терті дотримується закон Амонтона 

q  (φ, θ, t)= - μ(φ, θ, t) – р (φ, θ, t) - 
),,(
),,(

tV
tV

θϕ

θϕ
;   (2.8) 

5)                               | q (φ, θ, t) | << р (φ, θ, t),                                           
(2.9) 
тому ними нехтуємо при складанні рівнянь рівноваги для розрахунку контакт-
ного тиску; 

6) розміри і форма поверхні реального контакту полімерного вкладиша зі 
сферичною п'ятою задаються заздалегідь і в процесі роботи залишаються не-
змінними, причому завжди 

р (φ, θ, t) >> 0;                                         (2.10) 
7) центр сферичної частини п'яти знаходиться в точці з радіус - вектором

    aρ(t) = (ах (t), аy (t), аz (t)),                           (2.11)  

Тоді   δ (φ, θ, t) = ∆R - aρ(t) nρ(φ, θ);                         (2.12) 
nρ = (Cos φ Sin θ, Sin φ Sin θ, Cos φ).               (2.13) 

Виразимо (2.13) в координатній формі  
δ (φ, θ, t) = ∆R - ах (t) - Cos φ Stn θ – 

аy (t) Sin φ Sin θ - аz (t) Cos θ.        (2.14) 
За визначенням 

W (φ, θ, t) = h(φ, θ) - δ (φ, θ, t).                    (2.15) 
З (2.13) і (2.15) слідує, що для визначення контактного тиску необхідно 

знайти радіус-вектор відносно взаємного зміщення п'яти і основи. 
Складемо рівняння рівноваги у векторній формі 
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- ∫∫ +⋅
s

Ndsnp
ρρ

  = 0 ;        (2.16) 

N
ρ

 = ( Nx (t), Ny (t), Nz (t)).                      (2.17) 
Підставивши в рівняння рівноваги співвідношення (2.13) і (2.15) і вико-

навши необхідні перетворення, отримаємо систему трьох інтегральних рівнянь 
Вольтерра II роду відносно невідомих компонент вектора  (t) 

b11 (t) ах (t) + b12 (t) аy (t) + b13 (t) аz (t) - ∫
t

x datГ
0

11 )(),( τττ - 

- ∫
t

y datГ
0

12 )(),( τττ - ∫
t

z datГ
0

13 )(),( τττ  = С1 (t);     

b21 (t) ах (t) + b22 (t) аy (t) + b23 (t) аz (t) - ∫
t

x datГ
0

21 )(),( τττ -      (2.18) 

- ∫
t

y datГ
0

22 )(),( τττ - ∫
t

z datГ
0

23 )(),( τττ  = С2 (t); 

 b31 (t) ах (t) + b32 (t) аy (t) + b33 (t) аz (t) - ∫
t

x datГ
0

31 )(),( τττ - 

- ∫
t

y datГ
0

32 )(),( τττ - ∫
t

z datГ
0

33 )(),( τττ  = С3 (t);     

де 

 b11 (t) = ∫∫
s

dstK θϕθϕ 22 sincos),,( ; 

 b12 (t) = ∫∫
s

dstK θϕϕθϕ 2sincossin),,(
 

 
b13 (t) = ∫∫

s

dstK θθϕθϕ cossincos),,( ;  

 b21 (t) = ∫∫
s

dstK θϕϕθϕ 2sincossin),,(
 

 b22 (t) = ∫∫
s

dstK θϕθϕ 22 sinsin),,( ;        

b23 (t) = ∫∫
s

dstK θθϕθϕ cossinsin),,( ; 

 b31 (t) = ∫∫
s

dstK θθϕθϕ cossincos),,( ; 

(2.19) 
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 b32 (t) = ∫∫
s

dstK θθϕθϕ cossinsin),,( ;               

 b33 (t) = ∫∫
s

dstK θθϕ 2cos),,( ; 

 Г11 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θϕτθϕ 22 sincos),(),,( ; 

 Г12 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θϕϕτθϕ 2sincossin),(),,( ; 

 Г13 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θθϕτθϕ cossincos),(),,( ; 

 Г21 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θϕϕτθϕ 2sincossin),(),,( ; 

 Г22 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θϕτθϕ 22 sinsin),(),,( ;  

 Г23 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θθϕτθϕ cossinsin),(),,( ; 

 Г31 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θθϕτθϕ cossincos),(),,( ; 

 Г32 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θθϕτθϕ cossinsin),(),,( ; 

Г33 (t,τ) = ∫∫
s

dstГtK θτθϕ 2cos),(),,( ; 

С1 (t) = Nx (t) - 
 

( )∫∫ +∆−⋅
s

dsRhtK θϕθϕθϕ sincos),(),,(    

+ ( )∫∫∫ ∆−⋅⋅
s

t

dsdRhtKtГ τθϕθϕθϕτ sincos),(),,(),(
0

;       (2.19) 

С2 (t) = Ny (t) - 
 

( )∫∫ +∆−⋅
s

dsRhtK θϕθϕθϕ sinsin),(),,(    

+ ( )∫∫∫ ∆−⋅⋅
s

t

dsdRhtKtГ τθϕθϕθϕτ sinsin),(),,(),(
0

; 

С3 (t) = Nz (t) - 
 

( )∫∫ +∆−⋅
s

dsRhtK θθϕθϕ cos),(),,(   

+ ( )∫∫∫ ∆−⋅⋅
s

t

dsdRhtKtГ τθθϕθϕτ cos),(),,(),(
0

;  
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Аналітичне рішення системи цих інтегральних рівнянь отримати досить 
складно. Використовуємо дискредитацію системи рівнянь (2.18) - (2.19) за ча-
сом [40]: якщо необхідно отримати рішення системи інтегральних рівнянь в мо-
мент часу t = Т,  то часовий відрізок Т-Т0 розбивається на Мg частин і, замінив-
ши вхідні в системи (2.18) - (2.19) інтеграли відповідними ним кінцевими сума-
ми, отримаємо рішення системи в послідовні моменти часу t = T0 + Т/m,  m = 1, 
2, …, Мg; Т = (Т- Т0)/ Мg. Початковий стан в  момент часу t = T0 вважається ві-
домим. 

Зазначимо, що в окремому випадку, коли антифрикційний вкладиш роз-
глядається як пружний шар вінклеровського типу, система інтегральних рівнянь 
вироджується в систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

 
b11 (t) ах (t) + b12 (t) аy (t) + b13 (t) аz (t) = С1

* (t); 
b21 (t) ах (t) + b22 (t) аy (t) + b23 (t) аz (t) = С2

* (t);                                      (2.20) 
b31 (t) ах (t) + b32 (t) аy (t) + b33 (t) аz (t) = С3

* (t), 
де 

С1
* (t) = Nx (t) - 

 
( )∫∫ ∆−⋅

s

dsRhtK θϕθϕθϕ sincos),(),,( ;  

С2
* (t) = Ny (t) - 

 
( )∫∫ ∆−⋅

s

dsRhtK θϕθϕθϕ sinsin),(),,( ;    (2.21)  

С3
* (t) = Nz (t) - 

 
( )∫∫ ∆−⋅

s

dsRhtK θθϕθϕ cos),(),,( . 

 
Рішення системи алгебраїчних рівнянь для будь-якого моменту часу t = 

Т можна отримати безпосередньо, не розглядаючи як в попередньому випадку 
послідовність проміжних станів, оскільки залежність від початкового стану і іс-
торії навантаження для пружного шару відсутня. 

Визначивши вектор aρ (t) взаємного зміщення п'яти і основи сферичного 
шарніра, а отже, у відповідності з (2.17), і, використовуючи закон Амонтона [17, 

25, 107, 286], знайдемо  розподіл дотичних зусиль. Для цього вектор  V
ρ

(φ, θ, t) 
відносної швидкості взаємного ковзання визначимо з аналізу кінематики відно-

сного рушення основи і п'яти сферичного шарніра. Якщо відомий векторwρ (t) = 
(wx (t), wy (t), wz (t)), то вектор відносної швидкості в точці, радіус вектор якої рів-

ний     R
ρ

= (R Cos φ Sin θ, R Sin φ Sin θ, R Cos φ) 
визначається як   V

ρ
(φ, θ, t) = wρ (t) R

ρ
(φ, θ),       (2.22) 

або в координатній формі  
 Vx (t) = wy R Cos θ - wz R Sin θ;       
 Vy (t) = wz R Cos φ Sin θ – wx R Cos θ;                  (2.23) 
 Vz (t) = wx R Sin φ Sin θ – wy R Cos φ Sin θ. 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 

 75 

Знаючи розподіл дотичних зусиль  qρ(φ, θ, t), можна визначити момент 

сил тертя    M
ρ

(t) = ∫∫ ⋅
s

dstqR ),,(),( θϕθϕ
ρ

   (2.24) 

або в координатній формі 

 Mx (t) = ∫∫ −
s

yz dsqRqR )cossinsin( θθϕ ;       

 My (t) = ∫∫ −
s

zx dsqRqR )sincoscos( θϕθ ;         (2.25) 

 Mz (t) = ∫∫ −
s

xy dsqRqR )sinsinsincos( θϕθϕ . 

Якщо антифрикційний вкладиш кріпиться на поверхні п'яти, то у форму-
лах (2.23) - (2.25) потрібно вважати R = R2, якщо вкладиш кріпиться на поверхні 
основи, то R = R1. 

Підставимо співвідношення (2.17) і (2.22) у  (2.24) і отримаємо 

M
ρ

(t) = ∫∫ ⋅⋅⋅
⋅

⋅

s

dsRtwR
Rtw

tpt ),()(),(
),()(

),,(),,(
θϕθϕ

θϕ
θϕθϕµ ρρρ

ρρ  =  

= ∫∫ ⋅−⋅
⋅

⋅

s

dswRRRtw
Rtw

tpt )()((
),()(

),,(),,( 2 ρρρρ
ρρ

θϕ
θϕθϕµ

.       (2.26) 

Запишемо його в координатній формі, виконавши заздалегідь деякі пере-
творення 

 Mx (t) = ∫∫ ⋅−⋅
⋅

s
x dsAw

B
tPt )sincos),((

),(
),,(),,(

θϕθϕ
θδ

θϕθϕµ
;                        

 My (t) = ∫∫ ⋅−⋅
⋅

s
y dsAw

B
tPt )sinsin),((

),(
),,(),,(

θϕθϕ
θδ

θϕθϕµ
;  (2.27) 

  Mz (t) = ∫∫ ⋅−⋅
⋅

s
z dsAw

B
tPt )cos),((

),(
),,(),,(

θθϕ
θδ

θϕθϕµ
, 

де 
А (φ, θ) = wx cos φ sin θ + wy sin φ sin θ + wz cos θ; 
B2 (φ, θ) = (wy cos θ - wz sin φ sin θ)2 + (wz cos φ sin θ                          (2.28) 
- wx cos θ)2 + (wx sin φ sin θ - wy cos φ sin θ)2.                        

 
2.1.3. Перевірка точності узагальненої моделі сферичного шарніра з ан-

тифрикційними вкладишами 
Для експериментальної перевірки отриманої в п. 2.1.2 математичної мо-

делі втрат на тертя в сферичному шарнірі (всі умовні позначення в цьому під-
розділі відповідають умовним позначенням у п. 2.1.2) був використаний при-
стрій для випробування кульових шарнірів за схемою, як на рис. 1.21, в якому 
навантаження здійснюється уздовж осі шарніра, коливальний рух виконується 
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тільки в одній площині, що проходить через вісь шарніра. Випробування прово-
дилися на тканому полімерному матеріалі типу нафтлен (що складається на 90 
% з фторопласту-4), викроєному у вигляді прямокутників і наклеєному на стінки 
сферичної п'яти клеєм 88 в площині, що проходить упоперек осі шарніра, між 
кутами θB і θН (рис. 5.18-а). Для розширення діапазону випробувань і моделю-
вання зміни напрямку вектора N

ρ
, площина наклейки матеріалів змінювалася по 

відношенню до напрямку площини коливання шарніра (рис. 5.18-b–f). 
Реологічні властивості нафтлену досліджувалися на площині згідно з ме-

тодикою, викладеною в [18, 130, 246], причому ці дослідження проводилися з 
наклеєним матеріалом, тобто реологічні властивості клейового шару були вра-
ховані інтегрально. 

Дослідження залежності коефіцієнта тертя від режимів роботи матеріалу 
проводилися на експериментальній установці для випробування матеріалів по 
торцевий схемі тертя циліндричних зразків по ГОСТ 23.210-80. Нафтлен накле-
ювався на плоский торець одного зразка, в торці були виконані пази так, що ко-
ефіцієнт взаємного перекриття при терті становив КВ3 = 0,2, що відповідало КВ3 
в експериментах  на шарнірі. 

Ця залежність підставлялася у формули (2.23), (2.27) і (2.28) для розра-
хунку aρ(t) і M

ρ
(t) при коливальному русі, відповідному руху в модельному шар-

нірі. При цьому, у вираженнях проводилася наступна заміна; 

∫ ∑ ∫ ∫
=

=
s

K

k

t

g

B

H

R

K

ddldsf
1

)(

)(
1),(

θ

θ

θ

θ

θϕθϕ ,     (2.29) 

де 
θВ = θH + l2/R1;  
gk (θ) = 2π (k-1)/k – l1/(2R1 Sin θ); 
tk (θ) = 2π (k-1)/k + l1/(2R1 Sin θ). 

 
Схеми розташування антифрикційних вкладишів представлено на рис. 2.6. 

 Всі розрахунки виконувалися на персональному комп'ютері в середови-
щі експертної системи MATHCAD 10,0  квадратурним методом з наступними 
кроками розрахунку: за часом – 0,01 с, за геометричними розмірами – 0,001 м, 
за зусиллями – 400 Н, за кутами розташування – 2°. Метод розрахунку: Було ви-
трачено 18 годин на повний розрахунок всіх режимів роботи та кутів для персо-
нального комп’ютера з тактовою частотою процесора 565 МГц. Блок-схема ал-
горитму наведена на рис. 2.7. 
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Рис. 2.6. Схема розташування прямо-
кутних фрагментів відносно 
площини гойдання шарніра (ве-
ртикальна стрілка) і точки до-
датку вектора N

ρ
 результуючих 

сил (т. О): α – φ = 0; θ = 0; b – φ 
= 0; θ = 45°; c – φ = 0; θ = 90°; d 
– φ = 90°; θ = 0; l – φ = 45°; θ = 
90°: f – φ = 45°; θ = 45°. (Тут ку-
ти φ і θ означають відносне по-
ложення площини, яка прохо-
дить через середину фрагмен-
тів) 

 

Перша серія експериментів на модельній установці полягала у визначен-
ні величини взаємного зближення сферичної п'яти і основи в умовах, коли ре-
зультуючий вектор сил проходить перпендикулярно площини розміщення полі-
мерних фрагментів (θ = 0°) і майже уздовж цієї осі площини   (θ = 75°). Резуль-
тати наведені в табл. 2.1, де вони порівнюються з розрахунковими характерис-
тиками. Як видно з таблиці, найбільша похибка (в 3 рази) спостерігається в 
умовах, коли має місце прослизання п'яти уздовж полімерного зразка при мало-
му номінальному тиску. У інших випадках похибка прогнозування зближення 
не виходить за межі 10 %. Ця різниця, за критерієм Ст’юдента, є несуттєвою 
(tpoзр=4,1656578 > teксп = 3, 9987743). 

У другій серії досліджувався ефект «заклинювання» в шарнірі, тобто 
явище збільшення моменту тертя в шарнірі при рівних навантаженнях, площі 
контакту, типі полімеру, але із зростанням кутів θB і θН (табл. 2.2). Причому, тут 
враховувався також час роботи шарніра. Порівняння модельних і розрахункових 
даних говорить про високу міру сходження результатів (середня похибка менше 
5 %), а також про можливість прогнозувати зміну  моменту  тертя у часі. Потрі-
бно зазначити, що в таблиці наведено усереднені значення моменту тертя, оскі-
льки при коливальному русі він є змінним. 
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Таблиця 2.1 
Залежність взаємного зближення сферичних п'яти і основи  

від вектора результуючих сил 
Зближення уздовж осі вектора результуючих сил при кутах, мм 

φ=0° θ =76° 
При первинному 
навантаженні 

При повторному 
навантаженні 

При первинному 
навантаженні 

При повторному 
навантаженні 

Пито-мий тиск

Ра, 
МПа 

на мо-
делі 

з розра-
хунку 

на мо-
делі 

з розра-
хунку 

на мо-
делі 

з розра-
хунку 

на мо-
делі 

з розра-
хунку 

5 0,094 0,032 0,050 0,040 0,034 0,032 0,032 0,032 
10 0,168 0,096 0,080 0,078 0,058 0,060 0,050 0,051 
15 0,202 0,168 0,096 0,096 0,076 0,077 0,059 0,060 
20 0,206 0,212 0,108 0,110 0,094 0,097 0,069 0,070 
25 0,301 0,276 0,120 0,118 0,104 0,110 0,076 0,077 
30 0,340 0,338 0,134 0,141 0,118 0,120 0,080 0,081 
35 0,368 0,392 0,146 0,147 0,135 0,140 0,088 0,090 

 
Перевірка точності розрахунків при орієнтуванні вектора результуючих  

сил під кутом, відмінним від 90°, по відношенню до площини розташування  
зразків (табл. 2.3), проводилася в третій серії експериментів. Тут підтвердилася 
задовільна якість прогнозування, але неточний збіг експериментальних і розра-
хункових характеристик, незважаючи на те, що в розрахунку використовувалися 
моделі реологічних властивостей полімерного матеріалу К(φ, θ, t) і μ(P, v, t), 
отримані на основі експериментальних даних. 

Однією з причин, мабуть, є використання слабкосингулярного ядра у ви-
гляді [111]  

 
[ ]∑

∞

=

−

=
1 )(

)()(
n

nnt

nГ
tAГ

t
ltK

α
α αβ

,     (2.30) 

яке не зовсім точно описує реологічні властивості тканого антифрикційного ма-
теріалу. 

Іншу причину неточності було  визначено  при розрахунку миттєвих зна-
чень моменту тертя і зближення протягом декількох коливань з подальшим їх 
порівнянням з осцилограмами цих характеристик (рис. 2.11). З рисунка видно, 
що при зміні напрямку руху сферичної п'яти виникає значний стрибок, в той час 
як на розрахунковій кривій його немає. Це означає, що в розрахунку не бралися 
до уваги інерційні сили, виникаючі при зміні величини і знаку швидкості. Оче-
видно, що застосування методики, розробленої в п. 2.1.2 дозволить значно під-
вищити точність розрахунків. 
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                                                        Початок 
 
 
 
                                                                  Введення 
                                                                     початкових 
                                                                     значень                   
                                               
 
                                                                        Додати до 
                                                                          змінних 
                                                                        крок розра- 
                                                                           хунку 
 
 
                                    Ні                           Ні                        Ні 
              t>tmax   ?                            P>Pmax    ?                          r>rmax  ?                         Θ> Θ max  ? 
 
 
                       Так                          Так                       Так          Так                Ні 
 
 
 
                                       Розрахувати значення коефіцієнта тертя за 
                                                             формулою (.5.36) 
 
 
 
 
                                     Підставити значення в (4.33)-(4.38) і отримати  
                                                              нове значення  f(x) 
 
 
 
                               Розрахувати наступне значення інтегралу за формулою 
                                 
                                               Ii+1=y0 + Δy0/h(x-x0)+ Δ2y0/2h2(x-x0)(x-x1) 
 
 
 
 
 
                                                                                                                               Кінець            Ні 
                                                                                                            Так          розрахунку? 
                                                                              Кінець задачі 
                                                                            
Рис 2.7. Блок-схема алгоритму вирішення систем  інтегральних рівнянь квадра-

тичним методом. 
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Таблиця 2.2 
Результати дослідження ефекту "заклинювання"  в сферичному шарнирі 

Усреднений момент тертя, приведений до радіусу 
сферичної п’яти, кН; в момент часу t, с 

0 140 280 420 

Кути розташуван-
няя полімерних 
вкладишів 

Θн Θв 

Пито-мий тиск

Ра, 
МПа на 

мо-
делі 

з роз-
раху-
нку 

на 
мо-
делі 

з роз-
раху-
нку 

на 
мо-
делі 

з роз-
раху-
нку 

на 
мо-
делі 

з роз-
рахун-
ку 

46 51 0,6 
13,0 
26,0 

2,23 
2,48 
3,71 

2,20 
2,37 
3,65 

2,64 
2,57 
3,73 

2,50 
2,61 
3,76 

2,74 
2,60 
4,22 

2,80 
2,69 
4,12 

2,78 
2,82 
4,82 

2,91 
2,96 
4,74 

65 71 0,6 
13,0 
26,0 

2,32 
2,43 
3,60 

2,22 
2,40 
3,50 

2,84 
3,95 
5,27 

2,68 
3,88 
5,30 

2,84 
4,44 
5,41 

2,84 
4,51 
5,47 

2,88 
4,51 
5,77 

2,91 
4,62 
5,86 

81 87 0,6 
13,0 
26,0 

3,06 
3,58 
4,02 

3,10 
3,44 
3,95 

4,70 
4,83 
6,47 

4,72 
4,65 
6,32 

4,89 
4,98 
6,83 

4,95 
4,79 
6,77 

5,18 
5,40 
7,12 

5,30 
5,42 
7,14 

 
 
Як практичне застосування розробленої методики розрахунку розгляне-

мо розрахунок моменту тертя для сферичної опори, що має форму антифрик-
ційних вкладишів  згідно з розробленою в п. 2.1.2 за формулою (2.9). 

Для розрахунку моменту тертя необхідно виконати наступну підстановку 
в (2.23), (2.27) і (2.28) 

 

 ∫ ∑ ∫ ∫∫
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=
s

K

k

t

g
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K

ddldsf
1 0
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θ θ

θ

θϕθθϕ ,  

де gk (θ) = 2π (k-1)/k – s Cos θ /(k R2 Sin θB);   (2.31) 
 tk (θ) = 2π (k-1)/k + s Cos θ /(k R2 Sin θB). 
 

 
Був проведений порівняльний розрахунок для схеми повного заповнення 

антифрикційним вкладишем сферичної основи в районі  "полюса" сфери з рів-
ною площею контакту і при інших рівних умовах. Середня величина моменту 
тертя для оптимальної схеми розміщення була більшою на 10 %, а величина 
усадки матеріалу вкладиша – на 15-20 % менше, що говорить про рівнонаван-
таженість кожної  ділянки полімерного вкладиша (тобто про більш довговічну 
роботу такого вкладиша). 
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Таблиця 2.3 
Дослідження точності розрахунків при довільній  орієнтації  

вектора результуючих сил 
Усереднений момент тертя, приведений до радіусу сфери-

чної п’яти, кН 
При питомому тиску Ра, МПа 

 
0,6 4 8,6 14,3 

Орієнтація вектора результуючих сил відносно нахилу 
площини розташування вкладишів до горизонту 

Орієнтація 
вектора ре-
зультую-чих 
сил відносно 
площини 

розташуван-
ня вкладишів 5 35 55 75 

  на 
мо-
делі 

з роз-
раху-
нку 

на 
мо-
делі 

з роз-
раху-
нку 

на 
мо-
делі 

з роз-
раху-
нку 

На 
мо-
делі 

з роз-
раху-
нку 

90 90 0,31 0,29 0,38 0,37 0,52 0,60 1,56 1,60 

90 76 0,35 0,35 0,41 0,40 0,55 0,57 1,62 1,68 

45 90 0,40 0,37 0,46 0,42 0,63 0,60 1,65 1,69 

45 76 0,41 0,42 0,52 0.48 0,76 0,78 1,81 1,79 

0 90 0,57 0,55 0,63 0,66 0,77 0,78 1.90 1,87 
0 76 0,58 0,60 0,65 0,67 0,92 0,94 2,30 2,08 

 
 

 
Рис. 2.8. Фрагмент осцилограми моменту тертя в сферичному шарнірі; 

--------  експериментальні значення; 
- - - - -  розраховані на математичній моделі сферичного шарніра 

 

θ ϕ
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Розрахунки моменту тертя для схеми розташування фрагментів полімер-
ного вкладиша у порівнянні зі схемою їх розташування уздовж лінії перетину 
«полюса» (при рівній площі) також показало переваги нашої схеми, оскільки 
момент тертя був нижче на 20 %, а просадка сферичної п’яти – менше на 38 % . 
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де 
 gk (θ) = 2π (k-1)/k – z1(θ);   
 tk (θ) = 2π (k-1)/k + z1(θ);        (2.32) 
 z1(θ) = ( ) ( ) )sin2/()()(
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Узагальнюючи вищевикладене, можна сказати, що розроблена методика 

розрахунку параметрів сферичного шарніра дає можливість шляхом чисельних 
експериментів визначити необхідну схему розташування полімерних вкладишів 
залежно від режимів роботи і застосовуваних матеріалів згідно з заданими кри-
теріями оптимізації (наприклад, мінімуму моменту тертя або мінімуму коливань 
взаємного зближення) і прогнозувати момент тертя в сферичних шарнірах з по-
лімерними вкладишами.  

 
 

2.2. Математична модель тертя в кульковому передавальному механізмі 
 

Кульковий передавальний механізм є альтернативою гідравлічним пере-
дачам, які мають здатністю передавати зусилля в довільному напрямі. В наш 
час до нього підвищився інтерес у зв'язку з можливістю роботи в умовах висо-
ких вібрацій, а також у випадках, коли не потрібно дотримання герметичності 
трубопроводу. 

Основний розвиток теорія кулькового передавального механізму отри-
мала в роботах вчених школи професора М.А.Шаумяна [289-290]. Ними розро-
блені конструкції різних варіантів цих пристроїв. Визначена широка область за-
стосування. Однак в розрахункових формулах застосовано спрощений підхід, 
проведено аналіз тільки для прямолінійної і криволінійної ділянок і тільки для 
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радіальних сил, тобто сил, направлених упоперек руху. Не врахована можли-
вість криволінійної ділянки мати значну протяжність. 

Розглянемо контактну взаємодію кульок одна з одною і фрикційну вза-
ємодію кульок зі стінками трубопроводу з урахуванням наступних допущень, 
прийнятих у роботі [289]: 

1) сила, що діє на початок трубопроводу, направлена уздовж його осі; 
2) на прямолінійній ділянці трубопроводу кульки укладаються в шахо-

вому порядку; 
3) на криволінійній ділянці трубопроводу кульки укладаються уздовж 

його далекої стінки по відношенню до центра закруглення; 
4) діаметр кульок менше діаметра трубопроводу; 
5) відносного переміщення кульок не відбувається. 
Кінематичний аналіз дозволяє виділити в такому трубопроводі 7 типових 

ділянок: 
1) передача зусилля всередину трубопроводу (звичайно це здійснюється на 
прямій ділянці)(рис. 2.9); 

2) пряма ділянка (рис. 2.9); 
3) перехід з прямої ділянки на криволінійну (рис. 2.10); 
4) криволінійна ділянка (рис. 2.10); 
5) перехід з криволінійної ділянки на пряму (рис. 2.11); 
6) перехід з криволінійної ділянки на криволінійну (рис. 2.12); 
7) передача зусилля з трубопроводу назовні (звичайно на прямій ділян-
ці)(рис. 2.9). 
Загальний підхід у розв’язанні поставленої задачі полягає у визначенні 

величини зменшення зусилля, що передається за рахунок тертя кульок об стінки 
трубопроводу і за рахунок зміни напряму зусилля, яке передається.  

В цьому підрозділі були застосовані такі умовні позначення: 
P – сила, прикладена на кульку зовні; α  – кут поміж віссю трубопроводу та ліні-
єю, що з’єднує центри сусідніх кульок на прямолінійній ділянці трубопроводу; f 
– коефіцієнт тертя кульки об стінку трубопроводу; r – радіус кульки; d – внут-
рішній діаметр трубопроводу; R – радіус закруглення трубопроводу; трF – сила 
тертя, що виникає від тертя кульки об стінки трубопроводу; λ – кут поміж на-
прямком вектора зусилля на кульку, що стоїть на початку закруглення та віссю 
AO1; η  – кут поміж AO1 та OO1; n – кількість кульок на прямолінійній ділянці; m 
– кількість кульок на криволінійній ділянці; ξ  – кут поміж OO1 та O1O2; Pпр – зу-
силля, що передається на сусідню кульку на прямолінійній ділянці трубопрово-
ду; Pn – зусилля, яке створює кулька на стінку трубопроводу ; v – швидкість ру-
ху; N – кількість ділянок; Pвх, Pвых – зусилля на вході й виході; i – порядковий 
номер ділянки трубопроводу. 

Розглянемо першу і другу ділянки (рис. 2.9). 
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Рис. 2.9. Розрахункова схема взаємодії векторів зусиль при передачі зусилля 

всередину трубопроводу та на прямолінійній ділянці трубопроводу 
 

 
Рис. 2.10. Розрахункова схема взаємодії векторів зусиль на криволінійній 
ділянці трубопроводу 
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Оскільки зусилля між кульками передаються по лінії, що з'єднує їх 
центри, почнемо розрахунок для прямолінійної ділянки трубопроводу з визна-
ченням кута, який оцінюється різницею діаметрів кульки і трубопроводу. 

З  Δ ОВС маємо, що 

).1
2

arcsin(
2

2arcsin −=
−

=
r

d
r

rd
α                         (2.33) 

Тоді зусилля, яке впливає на першу кульку, визначається вираженням 

αcosРPПР = .                                          (2.34) 
Воно розкладеться на зусилля РN1, діюче на стінку трубопроводу, і Рпр2,  

діючу на сусідню кульку  αsin11 ⋅= ПРN PP .                          
(2.35) 

 

 
Рис. 2.11. Розрахункова схема взаємодії векторів зусиль при переході з 
криволінійної ділянки трубопроводу на пряму 

 
Зусилля, що передається з першої кульки на другу, потрібно зменшити 

на величину сили тертя, викликаної РN1 
 f)sin( 11 αПРNТР PfPF ==                            (2.36) 

тоді 
)sincos2(coscoscos 1112 ααααα ⋅−=⋅== fPРРP ПРTРПРПР .        (2.37) 

Повторивши аналогічно обчислення для другої кульки, отримаємо, що 
вона впливає на третю із зусиллям 

2
13 )sincos2(cos ααα fРР ПРПР −= .          (2.38) 
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Рис. 2.12. Розрахункова схема взаємодії векторів зусиль на S-подібній ді-
лянці трубопроводу  

 
Тобто зусилля на n-у кульку на прямолінійній ділянці (виключаючи куль-

ку на вході) визначається формулою 
1

1 )sincos2(cos −⋅−= n
ПРПРn fPР ααα .          (2.39) 

Таким чином, коефіцієнт зниження зусилля на першій ділянці  

αcos1 =K ,                                 (2.40) 

а на другiй      
1

2 )sincos2(cos −⋅−= nfK ααα .                (2.41) 
Опустивши аналогічні перетворення і вважаючи, що коефіцієнт тертя 

кульки об стінку трубопроводу однаковий для всіх кульок, наведемо результати 
визначення коефіцієнтів в табл. 2.4. 

Таблиця 2.4 
Коефіцієнти втрат на тертя на ділянках трубопроводу 

Фор-
мула Найменування ділянки  

Номер 
малюн-
ка 

Розрахункова формула коефіцієнта 
зниження зусилля, яке передається 

К1 
Передача зусилля всере-
дину трубопроводу 2.9 αcos  

К2 Пряма ділянка 2.9 
1)sincos2(cos −− nf ααα  
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Фор-
мула Найменування ділянки  

Номер 
малюн-
ка 

Розрахункова формула коефіцієнта 
зниження зусилля, яке передається 

К3 
Перехід з прямої ділянки 

на криволінійну 2.11 
)sinsin(cos µαλ f− х 

( )[ ]κηκη coscos90 ⋅−+− fсos  

К4 Криволінійна ділянка 2.10 ( ) 2coscos2 −⋅− mfсos κξκ  

К5 
Перехід з криволінійної 
ділянки на пряму 2.11 ( ) αξακ coscoscos ⋅−+ f  

К6 
Перехід з криволінійної 
ділянки на криволінійну 2.12 µξλ sincoscos ⋅− f  

К7 
Передача зусилля з тру-
бопроводу назовні 2.11 ( )αααα cossin2coscos ⋅− f

 
 

Кути, що використовуються в цих формулах з урахуванням співвідно-
шення (2.35), мають такі значення: 

)2(2
)2(2arccos 2

2

Rdrr
rdRr

−−
−−

=µ ;         (2.42) 

)22(2
4)2(2arccos

2

rdRr
rrdR

−+
+−

=η ;         (2.43) 

rdR
r

22
2arcsin2

−+
=γ ;                (2.44) 

rdR

r

−+
=

2

arcsinκ ;                     (2.45) 

2
arcsin γπ

ξ
−

= ;                            (2.46) 

    .ξµλ −=                              (2.47) 
Розрахуємо тепер кількість кульок, які вміщуються на кожній ділянці 

трубопроводу. 
Для другої ділянки відстань між центрами ОО1 буде дорівнювати (з       

рис. 2.9)    αrctgl OO 2
1

= ,      (2.48) 
тоді, на прямолінійній ділянці трубопроводу, довжиною lп, буде розміщена така 
кількість кульок 
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αrctg
l

l
ln п

OO

п
п 2

1

==  .    (2.49) 

На криволінійній ділянці (Рис. 2.11) , з урахуванням  допущення 3, від-
стань О1О2 буде знайдена як 

γsin
2

)2(2
21 



 −

+=
rdRl OO .     (2.50) 

Якщо довжина криволінійної ділянки визначається через ρ – кут сектора, 
на якому ця ділянка закругляється, тоді кількість кульок на ній буде дорівнюва-

ти      γ
ρ
2

=кn  .       (2.51) 

На всіх перехідних ділянках треба додавати по одній кульці. 
Порядок розрахунку трубопроводу довільної форми полягає у наступно-

му. Спочатку на ньому виділяються типові ділянки і визначається кількість 
кульок на них. Для кожної ділянки розраховується свій коефіцієнт втрат. Потім 
всі коефіцієнти перемножуються і множаться на вхідне зусилля. У результаті 
буде розраховане зусилля на виході трубопроводу [289] 

     ∏
=

=
N

i
iвхвых KРР

1

.                    (2.52) 

Коефіцієнти, що розраховуються, напряму пов'язані з коефіцієнтом кори-
сної дії (ККД) кулькового передавального механізму [238] 

ii KККД = .                   (2.53) 
Всі виведені вище формули зроблені з припущення, що коефіцієнт тертя 

незначно змінюється зі зміною тиску на кожну окрему кульку. Але ж, як вихо-
дить з формули (4.56), нормальне зусилля, яке і визначає силу тертя дорівнює  

1
1 1

1
11

1

( ( )cos sin )

( ( )) (sin2 )
2

n
Nn ПР n

n
nn

ПР

Р P f Р
f РP

α α

α

−
−

−
−−

= ⋅ =

= .   (2.54) 

Зі збільшенням n обидва множники в цій степені будуть зменшуватися, 
бо і коефіцієнт тертя і Sinα – менші за одиницю. Отже буде зменшуватися і тиск 
на кожну наступну кульку.  

Для більш точних розрахунків треба використовувати залежність коефі-
цієнта тертя кульки по трубопроводу від тиску на неї і використовувати для то-
чного визначення втрат на кожній кульці. 
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2.2.1. Результати числового дослідження математичної моделі кулькового 
передавального механізму  
Розглянемо залежність комплексу втрат на прямій ділянці трубопроводу 

К2  (табл.. 2.4) від співвідношення d/2r (рис. 2.13), при f = 0.02, що відповідає 
режиму тертя в умовах консистентного мастила.  
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Рис. 2.13. Залежність комплексу К2 (ордината) від 2r/d (абсциса) 

 
Очевидно, що розглядати комплекс К2 при 2r/d ≤ 0,5 недоцільно, бо це 

означає, що діаметр кульки буде удвічі перевищувати діаметр трубопроводу і 
кульки будуть вкладатися в трубопроводі по двоє, що не відповідає умовам екс-
плуатації кулькового передавального механізму. Отримані результати показу-
ють, що оптимальне співвідношення 2r/d = 100 %., але його неможливо досяг-
нути, оскільки тертя кульок по стінках трубопроводу в цьому випадку, буде 
здійснюватися по всій окружності стінки (що повинно збільшити коефіцієнт те-
ртя), а також з причини потреби в технологічному зазорі, при здійсненні пере-
ходу з прямолінійної ділянки трубопроводу на криволінійну. 

Для того, щоб перевірити залежність коефіцієнту втрат К3, який визнача-
ється при передачі зусилля з прямолінійної ділянки на криволінійну з радіусом 
закруглення R = 0,1 м, використаємо ті ж самі умови розрахунку, що і в попере-
дньому випадку (рис. 2.14). 

Загальний характер цієї залежності такий же, як і попередньої – чим ме-
нше діаметр кульки у порівнянні з діаметром трубопроводу, тим більше втрат 
зазнає зусилля, що передається.  Але у цьому випадку, зменшення удвічі коефі-
цієнта К3 настає при 2r/d = 57 %, а для прямолінійної ділянки трубопроводу по-
ловинне зменшення К3 відбувається вже при 2r/d = 88 %, що говорить про під-
вищений вплив співвідношення 2r/d на К2.  

Іншу залежність від 2r/d демонструє комплекс К4 для визначення втрат 
на криволінійній ділянці трубопроводу (рис. 2.15) при тих же початкових умо-
вах. Тут можна бачити, що залежність втрат від співвідношення діаметрів куль-
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ок і трубопроводу зворотна, але вона дуже слабка: при зміні 2r/d удвічі, К4  змі-
нюється всього на  1,1 %, тому можна робити висновки про відсутність залеж-
ності втрат на тертя в криволінійних ділянках трубопроводу від діаметра кульок. 
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Рис. 2.14. Залежність комплексу К3 (ордината) від 2r/d (абсциса) 
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Рис. 2.15. Залежність комплексу К4 (ордината) від 2r/d (абсциса) 

 
Втрати зусилля, що передається в кульковому передавальному механізмі 

на ділянці переходу з криволінійної ділянки на прямолінійну, визначаються ко-
ефіцієнтом К5, залежність якого від співвідношення 2r/d має вигляд (рис. 2.16), 
при тих же початкових умовах, тотожний з залежністю К3, але подвійне змен-
шення значення для К5 наступає пізніше – при  2r/d  = 52 %.  

Розрахунки, в тих же умовах, для коефіцієнта втрат на S-подібній ділянці 
К6 = 0,99913, показують, що цей коефіцієнт має значення, яке мало відрізняєть-
ся від одиниці, і отже, він мало впливає на втрати на тертя в кульковому переда-
вальному механізмі. 

З отриманих результатів видно, що зменшення діаметру кульок по відно-
шенню до діаметра трубопроводу збільшує втрати на тертя в ньому, зменшує 
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його ККД практично для всіх параметрів, або несуттєво впливає на його зна-
чення. 

Як показують результати цього чисельного експерименту, втрати на всіх 
перехідних ділянках трубопроводу практично однакові, що дозволяє нам при 
проектуванні кулькового передаточного механізму застосовувати будь-які ком-
бінації елементів трубопроводу, але велике чисельне значення цих комплексів 
доводить, що кількість таких комбінацій повинна бути мінімальною. 
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Рис. 2.16. Залежність комплексу К5 (ордината) від 2r/d (абсциса) 

 
Такий розрахунок забезпечує проектувальників кулькових передавальних 

механізмів повною інформацією про вимоги до підбору мастила і матеріалів пар 
тертя. 

 
2.2.2. Дослідження математичної моделі кулькового передавального 

механізму на експериментальній установці 
 
Для перевірки теоретичних формул з п.2.2 були проведені експерименти 

на ділянці сталевого трубопроводу з параметрами: діаметр трубопроводу – d = 
20 мм; діаметр кульки – 2r = 19 мм; радіус закруглення двох ділянок трубопро-
воду – R = 100 мм; кількість кульок на прямій ділянці трубопроводу – n = 23; кі-
лькість кульок на закругленій ділянці трубопроводу – m=16; мастило ВНИИНП-
279. Установка для моделювання кулькового передавального механізму відпо-
відала схемі з рис. 1.32. 

Ці дані використані для експериментів на установці зворотно-
поступального тертя (за схемою, наведеною на рис. 1.30) з тим же зусиллям на-
вантаження (30 кН) і швидкістю відносного ковзання (1 м/с). Кулька підтиска-
лась до внутрішньої стінки трубопроводу, розрізаного по твірній    (рис. 2.18). 
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Рис. 2.17. Схема визначення коефіцієнта тертя кульки (1), яка утримуєть-
ся в стакані (3)  по фрагменту трубопроводу (2) 
 
Коефіцієнт тертя f становив 0,085. Цей результат, в припущенні, що його 

значення незмінне для всього діапазону нормальних зусиль для всіх кульок тру-
бопроводу, був використаний для розрахунку за формулами з табл. 2.4 і (2.42) – 
(2.47) порівняння з результатами експерименту для різних вхідних зусиль (табл. 
2.5). Як видно з наведених результатів, найбільша похибка спостерігається при 
самих малих і самих великих навантаженнях. У першому випадку це поясню-
ється не контрольованими втратами на тертя в датчиках зусиль, які в цьому ви-
падку значні у порівнянні з втратами на тертя в самому механізмі. У другому 
випадку, – деформацією трубопроводу через внутрішні зусилля, внаслідок чого 
змінюється геометричний розмір отворів на ділянках переходу з однієї кривизни 
на іншу. При цьому кульки вступають в контакт з протилежною стінкою трубо-
проводу, що збільшує втрати на тертя. 

 
Таблиця 2.5 

Порівняльні досліди з визначення втрат на тертя в кульковому передава-
льному механізмі з розрахунками за формулами з п. 2.2 

Зусилля на виході трубопроводу, кН Зусилля на вході 
трубопроводу, кН в експерименті з розрахунку 

Похибка розрхун-
ку, % 

5 3,200 2,747 14,2 
10 5,200 5,493 5,6 
15 7,800 8,240 5,6 
20 10,400 10,990 5,9 
25 13,000 13,733 5,6 
30 15,400 16,480 7,0 
35 16,342 19,227 15,0 

 
Отримана залежність дає можливість визначати і необхідну величину ко-

ефіцієнта тертя по заданому коефіцієнту корисної дії (ККД). Так, для випробу-
ваного трубопроводу при ККД = 0,65 необхідно, щоб f = 0,0044. Такий розраху-
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нок забезпечує проектувальників кулькових передавальних механізмів повною 
інформацією про вимоги до підбору мастила. 

Отже, експериментально доведено, що розроблені формули з середньою 
похибкою, в середньому, 8,4 % відповідають реальним процесам в механізмі, 
що розглядається. 

 
2.3. Нелінійні статистичні моделі, побудовані на підставі результатів три-

ботехнічних експериментів 
 
Опис триботехнічних експериментальних даних у вигляді формул в наш 

час зводиться, в основному, до вибору вигляду апроксимуючої функції φ(х), фо-
рмуванню матриці початкових даних і застосуванню того або іншого методу 
розрахунку чисельних значень коефіцієнтів залежності. 

Найбільш популярною є теорія планування експерименту [2, 86, 178, 
275], де в якості апроксимуючої залежності використовується поліном другого 
порядку, а в якості апроксимуючого алгоритму -  метод найменших квадратів. 
Тим часом цей метод ефективний тільки для оптимального плану. В умовах па-
сивного експерименту або при включенні як вихідних чинників фізико-
механічних властивостей матеріалів, довільна зміна значень яких неможлива, 
більш ефективний метод покрокової регресії [192-194], оскільки на кожному 
етапі включення чергового чинника в апроксимуючу залежність коефіцієнти 
при включених раніше чинниках коректуються, що збільшує точність апрокси-
мації і прогнозуючі властивості цієї залежності. У подальшому, недолік цього 
методу - побудова тільки лінійної залежності – було усунено. Так, в роботах 
[193-194] показана можливість отримати залежність у вигляді композиції полі-
номів другого порядку і експоненти з вибором будь-якого поєднання (до 22 ва-
ріантів) і з перетворенням вихідної експериментальної матриці в набір комплек-
сів. 

У противагу методу найменших квадратів метод групового обліку аргумен-
тів [105] ставить своєю метою мінімізувати похибку прогнозування на перевіро-
чній послідовності, а розрахунок коефіцієнтів залежності і вибракування незна-
чущих чинників проводяться на навчальній послідовності експериментальних 
даних. Вибір критерію регулярності і критерію мінімуму зміщення дозволив 
отримати залежність коефіцієнта тертя від режимів робіт для гальмових матері-
алів [6, 55, 80, 95, 125, 207]. 

Однак у всіх випадках для обробки будь-яким методом дослідники спе-
ціально підбирають такі експериментальні дані, щоб дотримувалося правило за-
кономірних змін коефіцієнта тертя від вхідних чинників. Це викликано якісними 
змінами процесу тертя із зміною режимів роботи. Саме якісні переходи визна-
чають велику кількість суперечливих думок різних авторів про вигляд залежно-
сті коефіцієнта тертя полімерних матеріалів. В роботі [134] наведена таблиця, 
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що визначає абсолютно протилежну (як зростаючу, так і спадаючу) залежність 
для одних і тих же матеріалів. 

Існує розділення процесу тертя на групи за рівнем його коефіцієнта тертя  
[134]: тертя ювенільних поверхонь - 0,8-6,0; тертя окислених фізико-хімічних 
чистих поверхонь – 0,4- 0,8; рубіжний режим граничного тертя – 0,2- 0,6 і т.д., 
всього п'ять різних режимів. З іншого боку, розроблені якісні графіки зміни ко-
ефіцієнта тертя від навантаження, швидкості і температур для металів [134] 
(рис. 4.31) і полімерів [36] (рис. 2.18), які показують принципову неможливість 
підбору вигляду апроксимуючої залежності для усього допустимого діапазону 
режимів роботи матеріалів. 

 
Рис. 2.18. Якісна залежність коефіцієнта тертя f від тиску р і швидкості v для 

металів:  
І – окислювальний  знос; ІІ – схоплювання I роду; ІІІ – схоплювання II роду 

 
Потрібно також зазначити, що в процесі тертя полімер-полімерних пар з 

близькими температурами якісних переходів вигляд узагальненого графіка мо-
же змінюватися і мати ще більшу кількість перегинів. Тому для чисельного ана-
лізу таких експериментальних даних необхідно скористатися теорією розпізна-
вання образів [5, 117, 191, 276]. Вона має безліч гілок, але два генеральних на-
прямки: а) побудова лінійної розділяючої функції (ЛРФ) по пред'являємих зна-
ченнях навчальної вибірки, де кількість класів відома, з подальшим віднесенням 
нового об'єкта до якого-небудь класу згідно із значенням ЛРФ; б) автоматичне 
розбиття на класи (кластеризація) об'єктів. При цьому, кількість класів або зада-
ється заздалегідь, або кластеризація проводиться від числа класів, що дорівнює 
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числу об`єктів з наступним їх зменшенням до отримання тільки одного класу. 
Можливі варіанти зупинки процесу кластеризації, наприклад, за правилом міні-
мізації міжкластерної дисперсії [69]. Однак всі ці методики розраховані на непе-
ресічні класи об'єктів, що для триботехніки не характерно. Наприклад, один і 
той же рівень коефіцієнта тертя можна отримати при питомих навантаженнях, 
що розрізнюються в сотні разів (наприклад, для фторопласту 1,0≈f , при ра = 
0,0005 МПа і при ра = 1,0 МПа при v = 0,01 м/c по торцевій схемі тертя цилінд-
ричних зразків, а в проміжку цих режимів випробувань він трохи вищий). 

 
Рис 2.19. Якісна. залежність коефіцієнта тертя f від температури Т для полімерів:  
I – високоеластичний стан; II – перехідна область; III –   склоподібний  стан 

 
Тому при формуванні алгоритму кластеризації необхідно скористатися 

апріорною інформацією про характер зміни коефіцієнта тертя, що дозволяє по-
будувати специфічний алгоритм апроксимації експериментальних даних, який 
має прогнозуючі властивості. 

Далі застосовані такі умовні позначення : 
М - кількість чинників експериментів; N - кількість експериментів; К - кі-

лькість кластерів; fk - коефіцієнт тертя для експериментів, що належать до k-го 
кластера; НВ -  твердість матеріалів пари тертя за Брінеллем, МПа; індекс «т» 
означає далі більш твердий з матеріалів пари тертя, «м» – більш м'який; θ  - кра-
йові кути змочування матеріалів водою, рад; Т – температура випробувань, К; рa 
– номінальний тиск в парі тертя, МПа; v – швидкість відносного ковзання, м/c; 
α1,.., α4 – кути істотних відмінностей ділянок розбиття; A, В, С, D – межі розбит-
тя. 

Нехай маємо двовимірну матрицю експериментів Хij, ( )Mj1,1 ≤≤≤≤ Mi . 
Тут в перших М - 1 стовпцях містяться режими роботи і фізико-механічні влас-
тивості пари тертя, а в М-му стовпці - значення коефіцієнта тертя. Для кожного 
чинника розрахуємо математичне сподівання Мi і середнє квадратичне відхи-
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лення σі. Далі перетворюємо кожний елемент матриці за правилом [139],   (Хij - 
Мi)/ σі,   переводячи його значення з діапазону натуральних чисел в діапазон 

[±4] з імовірністю 98 %. Транспонуємо цю матрицю з утворенням нової 
-1
jiX .  

Розрахуємо для неї квадратну матрицю відстаней ( )NlDil ≤≤1 , що визначають-
ся з урахуванням співвідношень, отриманих в роботах [191, 276]. 

Один елемент в цій матриці визначає ”відстань” від кожного експериме-
нту до всіх інших в модифікованому просторі чинників експерименту. Знайдемо 
мінімальний елемент матриці dil min. 

З j і l експериментів утворимо кластер, значення чинників для якого усе-
реднюються, тобто ніби з двох утвориться один експеримент. При цьому по но-
вій, зменшеній на один елемент, матриці -1

jiX  розраховується нова матриця від-
станей. Потім знову знаходиться мінімальний елемент матриці Djl і т. д. Крите-
рієм зупинки процесу кластеризації є наступне правило. Для елементів кожного 
кластера утвориться своя матриця Хij, по якій розраховуються коефіцієнти лі-
нійної регресії [5, 276] 

∑
−

=

+=
1

1

M

i
kikik axbf ,     (2.55) 

процес кластеризації припиняється по умові 

7,0...5,0
1

max >







⋅−

−

isik

isik

bb
bb

arctg ,    (2.56) 

яка вибрана з припущення, що кут між сусідніми прямими ділянками графіка 
залежності коефіцієнта тертя по кожному чиннику складає не менше за 30-45° 
(рис. 2.18 і 2.19). Тут bik;  і bis є, по суті, тангенсами кутів нахилу аk і as до пря-
мих по відношенню до осі абсцис, що описують k-й і s-й класи, тобто якщо пе-
ретворити вираження в квадратних дужках, отримаємо 

( )
( ) ( )sk

sk

sk

sksk

kssk

sk

sk tg
tgtg

tgtg
αα

αα
αα

αααα
αααα

αα
αα

−=
−
−

=
−
−

=
⋅−

−
cos
sin

sinsincoscos
sinsincossin

1 . 

По завершенню кластеризації буде утворено К кластерів, в які входять 
Nk експериментів ( Kk ≤≤1 ). Пронумеруємо ці кластери від 1 до К і встанови-
мо відповідність цим номерам (Сk), як вихідним параметрам з вхідними параме-
трами експериментів, і розрахуємо коефіцієнти залежності від них для Сk за ме-

тодикою [276]   )( i
k

k xC ψ= .                  (2.57)  

Далі розрахуємо залежність коефіцієнта тертя від перетворених, згідно з 
даними роботи [191], вхідних параметрів для кожного кластера за відомою ме-
тодикою [276]. 
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)( i
k

k xf ϕ= .      (2.58) 

Тепер для визначення коефіцієнта тертя будь-якої пари тертя необхідно 
задатися фізико-механічними властивостями матеріалів і режимами роботи. Пі-
сля чого ці параметри підставляються у вираження (4.36). Якщо значення функ-
ції не буде точно вказувати на номер кластера, а знаходиться між двома номе-
рами Сk і Ck-1,, то приналежність до k-го кластера цього експерименту буде ви-
значатися з співвідношення           

),max(
),min(

1

1
1

−

−
− ≤−

kk

kk
kk NN

NN
CC .         (2.59) 

По Ck виберемо залежність fk згідно з вираженням (2.58)-(2.59) і, підста-
вивши туди початкові дані, розрахуємо значення коефіцієнта тертя. 

 
 

2.4. Побудова статистико-математична моделі експериментальних даних, 
що містять якісні переходи 

 
Умовні позначення в цьому пункті такі ж, як у п. 2.3. 
Застосуємо алгоритм апроксимації триботехнічних даних, викладений в 

п. 2.3 для перевірки на метал-полімерних парах тертя, в основному на таких, що 
містять фторопласт: нержавіюча сталь 12x18… алюмінієвий сплав Амг-6; алю-
мінієвий сплав Амг-6… графотектоліт; нержавіюча сталь 12х18… фторопласт; 
алюмінієвий сплав Амг-6… фторопласт-4; нержавіюча сталь 12х18… метало-
фторопласт; алюмінієвий сплав Амг-6, покрита лаком ФБФ… нержавіюча сталь 
12х18; алюмінієвий сплав Амг-6, покритий лаком ФБФ… фторопласт-4; алюмі-
нієвий сплав Амг-6, покритий лаком ФБФ… графотекстоліт. 

У експериментах за схемою торцевого тертя циліндричних зразків тем-
пература змінювалася в межах – 293–323 К, номінальний тиск – 2,0–90,0 МПа, 
швидкість відносного ковзання – 0,1–15 м/с, твердість матеріалів за Брінеллем – 
20–450 МПа, крайові кути змочування водою матеріалів – 0,6–1,6 рад, коефіці-
єнт тертя – 0,01–0,2. Після розрахунку були утворені 4 кластери,  розділяючі 
функції яких мали вигляд 

 
3022128,019,02508,176,01016,1 3

1 +−+−−++⋅= − vpTHBHBC aMTMT θθ   
3793,808,037,02456,856,0108 5

2 ++−−−−+⋅−= − vpTHBHBC aMTMT θθ      
(2.60)          

3971224,044,02334,1855,0101,2 3
3 ++−−−−+⋅−= − vpTHBHBC aMTMT θθ          

3893038,044,02411554,0101,5 3
4 ++−−−−+⋅= − vpTHBHBC aMTMT θθ               
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Середня імовірність вірного віднесення до свого класу (за матеріалами 
навчальної вибірки) становить 0,76, а імовірність помилкового віднесення до 
іншого класу – 0,35. Параметр D2,  що характеризує якість розбиття [108, 229], є 
174. 

Апроксимація залежності коефіцієнта тертя від фізико-механічних влас-
тивостей матеріалів і режимів роботи для кожного кластера виконана за мето-
дикою [139] і після відкидання незначущих чинників має вигляд 

 
( ) 07,008,00028,0ln00633,01017,1 5

1 ++−−⋅= −
TaM vTpTHBf θ  

07,000106,02 +−= αθ pf T  
(2.61) 

096,03 =f  
145,04 =f  

 
Формули для 3 і 4 класів у системі (2.61) показують, що отримані класи 

настільки вузькі, що для них не існує вираженої залежності. Середня похибка 
апроксимації для них й становить 14 %.  

А порядок її застосування наступний :  
– визначаються твердість та крайовий кут змочування для матеріалів 
пари тертя, а також режими її випробування; 

– ці числові параметри підставляються в кожну з формул (2.60); 
– кластер вважається обраним для тієї з формул, яка дає найбільше зна-
чення серед інших; 

– у системі (2.61) обирається формула для визначеного кластеру, за 
якою і розраховується коефіцієнт тертя. 

Для порівняння отриманої методики з існуючими виконано розрахунок 
по методу дискримінантного аналізу [276]. Для розбиття на 3 кластери параметр 
D2 дорівнює 150, що на 18 % менше отриманого за запропонованою методикою. 
Середня імовірність вірного розпізнавання становить 0,68, але імовірність по-
милкового віднесення об'єкта до іншого класу 0,6, що набагато більше, ніж для 
запропонованої методики.  

Ті дані були оброблені з метою отримання загальної залежності коефіці-
єнта тертя від параметрів експерименту за методикою, описаною в роботах [193, 
195]. Отримана залежність має вигляд 

( ) 096,0108,4103,9104,7ln 474
0186,0

0189,0

+⋅−⋅−⋅+= −−−
α

α

PHBTTv
p

HBf T
T .     (2.62) 

Середня похибка апроксимації для (5.36) становила 30 %. Таким чином, 
порівняльні розрахунки показали перевагу запропонованої методики, оскільки 
вона дозволяє підвищити імовірність розпізнавання вірного класу, дає можли-
вість отримати більш виражені кластери, знижує похибку апроксимації. 
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3. МЕТОДИ ПЛАНУВАННЯ ЕКСПЕРИМЕНТІВ  
ТА ОПТИМІЗАЦІЇ ВУЗЛІВ ТЕРТЯ 

 
 
3.1. Планування і аналіз триботехнічних експериментів за допомо-

гою τЛП  – чисел Соболя 
 
Збільшення складності задач, що постають в наш час перед технікою 

взагалі і триботехнікою зокрема, вимагає від теорії планування експерименту 
розробки нових, більш складних планів (в основному змішаних, якісно-
кількісних), а від теорії експериментального пошуку надійного і швидкого зна-
ходження у вказаному діапазоні екстремумів функції з безліччю вершин. Рі-
шення цих задач можна знайти, використовуючи рівномірний розподіл, розроб-
лений І. М. Соболем [223-224]. τЛП  – розподіл для рівномірного заповнення ба-
гатовимірного куба має такі властивості: 1) Характеристики рівномірності за-
повнення гіперпростору є найкращими серед усіх відомих на цей час рівномірно 
розподілених послідовностей. 2) Кожна наступна точка τЛП  –послідовності не 
порушує, а поліпшує рівномірність заповнення гіперпростору. 

Умовні позначення: 
Int – функція виділення цілої частини числа; Dec – функція виділення 

дробової частини числа; Rnd – функція округлення числа до цілого; Т – двови-
мірна таблиця чисел І. М. Соболя; N – розмірність гіперпростору (кількість 
чинників); Мj – кількість рівнів зміни і-го чинника; zij τЛП   – число з порядко-
вим номером i для чинника j; xij –  j -й чинник планування експерименту (1 ≤ I ≤ 
N) для i-го рівня (1 ≤ j ≤ N) ; Li – найбільший номер стовпця таблиці Т для i-ї то-
чки плану; α  –  чисельне значення рівнів чинників для “зоряних точок” в теорії 
планування експериментів [2]; i – номер точки плану; j – номер координати гі-
перпростору; k, I – змінні параметри функції суми. 

Порядок розрахунку чисел τЛП  – розподілу полягає [200] у визначенні 
чергового номера точки послідовності i, розмірності гіперпростору N і у вико-
ристанні функцій виділення цілої Int і дробової Dec частини числа, а також за-
зделегідь розрахованої таблиці Т. Тоді j-а координата гіперпростору (1 ≤ j ≤ N) 
буде знайдена з вираження 

 

1

. ,1 2 2

2 2
i iL L

l k l
i l l

k l k
z Int Dec T Int Dec Tι

ι ι

+ −

= =

           = ⋅              
∑ ∑ ;                  (3.1) 

 
21 (log )i

iL Int= + .                                          (3.2) 
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3.1.1. Планування експериментів 
 
Незважаючи на невипадковий алгоритм отримання чисел τЛП – розподі-

лу, вони мають вельми низький коефіцієнт кореляції. Так, якщо для перших 8 
точок, наведених на рис. 3.1, коефіцієнт кореляції дорівнює  -0,38, то вже для 16 
точок він становить -0,17, а для 24 – тільки -0,023. Тому з урахуванням інших 
властивостей плани, засновані на цих послідовностях, відповідають принципу 
ортогональності, рототабельності і композиційності [2, 86, 178]. 

Розглянемо випадок побудови плану для N якісних чинників, розташо-
ваних на М рівнях гіперпростору J. Найчастіше М=3 для лінійного плану (коли 
xi= - 1; 0; +1) або М=5 для нелінійного плану експерименту (коли xi = - а; -1; 0; 
+1; α). Нумерація рівнів знаходиться в діапазоні [1; М]. Ввівши функцію окру-
глення до цілого Rnd і застосовуючи (3.1)–(3.2), здобудемо значення i-ї точки 
плану для j-і змінної: 

 
(1 )i ix Rnd z Mι ι= + .                  (3.3) 

 
 

Рис. 3.1. Приклад двовимірного τЛП  – розподілу в діапазоні 0...1. 
Число відповідає номеру точки в розподілі, а положення точки  - її координатам 

 
У часто розповсюдженому випадку необхідно визначити не тільки кіль-

кісні рівні плану для різних речовин, але й одночасно вибрати поєднання речо-
вин, що відносяться до різних класів, наприклад, таких, що містять мідь, повер-
хнево-активні речовини і т. ін. Визначимо через N число якісних чинників, для 
кожного з яких існує Мj значень рівня (1 ≤ j ≤ N) і, крім того, задані мінімальні 
Aminj і максимальні Amaxj значення кількісних змінних чинників. Тоді план екс-
перименту визначається з вираження 
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( )[ ], , (1 ) max max minii Rnd x M lX A z A A
ιι ι ι αι ι+ = − ⋅ − ,                  (3.4) 

 

де l поточний номер точки послідовності (l ≠ 1), що визначає рівні змін парамет-
рів, в діапазоні [Aminj; Amaxj]. Тут третій індекс означає номер речовини в j-й 
групі. 

Вираження (3.4) визначає найбільш загальний випадок планів такого ти-
пу. Воно допускає побудови більш складних сполучень чинників, в яких деякі 
чинники можуть мати як чисто якісне або кількісне, так і змішане значення. 
При цьому в першому випадку необхідно приймати Мj=1, Аminj = 1, Amaxj = M і 
застосовувати функцію Rnd до правої частини вираження, а у другому - тільки 
Мj=1. 

Оскільки плани запропонованого типу не мають закінчення, пропону-
ється припиняти генерацію чергової точки плану по досягненню заданого рівня 
коефіцієнта взаємної кореляції поміж попередніми точками. 

 
3.1.2. Побудова варіантів багаторівневих планів для експериментів 

типу “властивість” та “склад-властивість” 
 
Тут застосовано такі ж умовні позначення, як у попередньому підпункті. 

Розглянемо план рототабельного повного факторного експерименту [2, 86, 275] 
для п’яти чинників, який дозволив би побудувати нелінійну модель апроксима-
ції експериментальних даних. Згідно з теорією, значення кожного з чинників 
можуть мати тільки 5 варіантів: [ –1,414; –1; 0; +1; +1.414]. Тут числа означа-
ють умовні рівні чинників відносно якоїсь середини плану експерименту, тобто 
нуля.  Для того, що такий план рівномірно покрив всю область експериментів 
потрібно 2N + 2N = 32+10 = 42 досліди. Використання греко-латинського квад-
рату зажадало б 49  експериментів [86] при негарантованому визначенні опти-
мального поєднання сполучень чинників, які розглядаються в експериментах. 
Для τЛП – розподілу вже перші 20 точок забезпечують рівномірне поєднання 
різних речовин (табл. 3.1) з коефіцієнтом міжрядкової кореляції всього – 
0,07349. 

Тут  показаний план експерименту по створенню полімерної композиції, 
складеної з основи і п'яти видів добавок, що відносяться до різних класів речо-
вин (х1 – такі, що містять мідь, х2 –  поверхнево-активні речовини, х3 – пласти-
фікатор, х4 – такі що містять вуглець, х5 – такі що містять дисульфід молібдену). 
У кожному класі було взято 7 речовин, тобто N = 5; M = 7. Значення хi – номер 
речовини в i-му класі.  

Завдяки алгоритму за формулою (3.4), цей план може бути легко змінено 
на іншу кількість чинників та кількість значень кожного чинника і застосовано, 
наприклад, для проведення експериментів щодо компоновки складових шихти 
на збагачувальних комбінатах, металургійних заводах і т.ін. 

Ускладнимо тепер задачу і побудуємо за формулою (3.4) план, в якому 
змінюються якісні чинники (табл. 5.17), для яких потрібно поєднання таких ре-
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човин трьох класів (див. вище) як присадки до фенілону[188], причому в якості 
таких, що містять мідь, вибрані 4 речовини (х11 – х14), поверхнево-активних – 2 
речовини (х21 і х22) і пластифікаторів 3 речовини (х31 - х32). Для всіх класів речо-
вин вибирається 5 точок кількісних значень, що знаходяться в діапазоні: для х1 
–  0–10 % від загальної маси; х2 –  0–4 %;  х3  –  0–50 %.  

Таблиця 3.1  
План експериментів для п'яти якісних чинників, розташованих на семи рівнях 

ЧИННИКИ № п/п х1 х2 х3 х4 х5 
1 4 4 4 4 4 
2 3 6 3 6 3 
3 6 3 6 3 6 
4 2 5 6 6 5 
5 5 2 3 3 2 
6 3 3 5 2 6 
7 6 6 2 5 3 
8 1 7 5 3 2 
9 4 4 2 6 5 
10 3 2 7 4 4 
11 6 5 4 1 7 
12 2 3 3 5 4 
13 5 6 6 2 1 
14 4 4 1 4 6 
15 7 1 4 7 3 
16 1 4 3 2 4 
17 4 1 6 5 7 
18 3 3 2 7 2 
19 6 6 5 4 5 
20 2 2 4 6 6 

 
План експерименту за греко-латинським квадратом потребував би про-

ведення 120 експериментів, рототабельний план взагалі не дає можливості по-
будувати подібний план, а в нашому випадку це цілком можливо і перші 35 то-
чок плану покривають всю область експерименту з гарантією їх рівномірного 
розподілу (оскільки коефіцієнт міжрядкової кореляції становить 0,142833), от-
же оптимум складу речовини можна знайти з високою імовірністю. 

Якісний чинник х1 має 4 рівні, х2 – 2, х3  – три рівні. Кожний якісний рі-
вень має кількісний розподіл у діапазоні: х1 – 0–10 %; х2 – 0 – 4 %; х3 – 0–50 % 
Поєднання планів за формулами (4.99) та (4.100) дозволяє створити якісно-
кількісний план експерименту (табл. 5.19). Наприклад, для випадку, коли для 1-го 
і 2-го класу речовин вибрано по одній речовині, процент додатку яких не переви-
щує 1. Для 3-го класу вибрані 4 речовини, а для 4-го – 3, також з процентом вмісту 
не більше за 1. Два останніх чинника  – це тиск і швидкість (що мають 5 фіксова-
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них рівнів зміни, від -α до +α [86]). Аналіз отриманих результатів показує не тіль-
ки можливість уперше отримати плани такого типу, але й можливість зниження 
числа експериментів для якісних планів, перед існуючими раніше, для числа чин-
ників понад 10 без зниження рівномірності розподілу. 

Таблиця 3.2 
План експерименту для трьох якісних чинників 

Якісний чинник 
Х1 Х2 Х3 

Кількісний чинник Кількісний чинник Кількісний чинник 
№ 
п/п 

х11 х12 х13 х14 Х21 х22 х31 х32 х33 
1 - - 5,25 - - 3,00 - 30,00 - 
2 - - 2,88 - - 3,50 - 20,00 - 
3 - - 7,63 - - 2,50 - 40,00 - 
4 - - 1,96 - - 3,25 - 45,00 - 
5 - - 6,44 - - 2,25 - 25,00 - 
6 - 4,06 - - - 2,75 - 35,00 - 
7 - 8,81 - - - 3,75 - 15,00 - 
8 - 1,09 - - - 4,88 - 37,50 - 
9 - 5,84 - - - 2,88 - 17,50 - 

10 - 3,47 - - - 2,38 - 47,50 - 
11 - - 8,22 - 3,38 - - - 27,50 
12 - - 2,28 - 2,63 - - - 22,50 
13 - - 7,03 - 3,63 - - - 42,50 
14 - - 4,66 - 3,13 - - - 12,50 
15 - - 9,41 - 2,13 - - - 32,50 
16 0,80 - - - - 3,06 - - 26, 25 
17 5,55 - - - - 2,06 - - 46,25 
18 3,17 - - - - 2,56 - - 16,25 
19 7,92 - - - - 3,56 - - 36,25 
20 1,98 - - - - 2,31 - - 31,25 
21 - - 6,73 - 3,31 - - 11,25 - 
22 - - 4,36 - 3,81 - - 41,25 - 
23 - - 9,11 - 2,81 - - 21,25 - 
24 - - 1,39 - 3,94 - - 43,75 - 
25 - - 6,14 - 3,44 - - 23,75 - 
26 - 3,77 - - 2,44 - - 33,75 - 
27 - 8,52 - - 3,69 - - 13,75 - 
28 - 2,58 - - 2,69 - - 18,75 - 
29 - 7,33 - - 2,19 - - 38,75 - 
30 - 4,95 - - - - - 28,75 - 
31 - - - 9.70 - 3,19 48,75 - - 
32 - - - 0,65 - 3,59 48,13 - - 
33 - - - 3,40 - 2,59 28,13 - - 
34 - - - 3,02 - 2,09 38,13 - - 
35 - - - 7,77 - 3,09 18,13 - - 

 
Запропонована схема планування більше відповідає можливостям проводи-

ти експерименти в реальних умовах, коли найчастіше немає можливості задавати 
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значення чинників на певних рівнях. Доводиться вибирати ті значення, які мож-
ливо здійснити, що робить запропоновані плани найбільш придатними на практи-
ці. Для подібного плану, створеного звичайними методами, потрібно було б про-
вести 211 точок експерименту, а не 30, як у запропонованому варіанті.  

 
Таблиця 3.3 

Змішаний якісно-кількісний план 
Чинники 

Кількісні Якісно-кількісні Якісні 
х3 х4 

№ 
п/
п х1 х2 х31 х32 х33 х34 х41 х42 х43 

х5 х6 

1 0,50 0,50 - - 0,50 - - 0,50 - 3,00 3,00 
2 0,25 0,75 - - 0,25 - - 0,75 - 2,00 4,00 
3 0,75 0,25 - - 0,75 - - 0,25 - 4,00 2,00 
4 0,13 0,63 - - 0,88 - - 0,88 - 4,00 2,00 
5 0,63 0,13 - - 0,38 - - 0,38 - 2,00 4,00 
6 0,38 0,38 - 0,63 - - - - 0,13 5,00 5,00 
7 0,88 0,88 - 0,13 - - - - 0,63 3,00 3,00 
8 0,06 0,94 - 0,69 - - - - 0,31 3,00 1,00 
9 0,56 0,44 - 0,19 - - - - 0,81 4,00 3,00 

10 0,31 0,19 - 0,94 - - - - 0,56 3,00 4,00 
11 0,81 0,69 - - 0,44 - - 0,06 - 5,00 2,00 
12 0,19 0,31 - - 0,31 - - 0,69 - 3,00 2,00 
13 0,69 0,81 - - 0,81 - - 0,19 - 1,00 4,00 
14 0,44 0,56 - - 0,06 - - 0,44 - 4,00 5,00 
15 0,94 0,06 - - 0,56 - - 0,94 - 2,00 3,00 
16 0,03 0,53 - - - 0,41 - - 0,22 3,00 2,00 
17 0,53 0,03 - - - 0,91 - - 0,72 5,00 4,00 
18 0,34 0,72 - - 0,59 - 0,66 - - 1,00 3,00 
19 0,84 0,22 - - 0,09 - 0,16 - - 3,00 1,00 
20 0,22 0,84 - - 0,22 - 0,53 - - 5,00 3,00 
21 0,72 0,34 - - 0,72 - 0,03 - - 3,00 5,00 
22 0,47 0,09 - - 0,47 - 0,28 - - 4,00 4,00 
23 0,97 0,39 0,97 - - - - 0,78 - 4,00 5,00 
24 0,02 0,80 0,95 - - - - 0,67 - 4,00 5,00 
25 0,52 0,30 0,45 - - - - 0,17 - 2,00 3,00 
26 0,27 0,05 0,70 - - - - 0,42 - 3,00 2,00 
27 0,77 0,55 0,20 - - - - 0,92 - 1,00 4,00 

 
Діапазон кількісних чинників х1 і х2  становить 0–1; якісні рівні якісно-

кількісних чинників х3 – 4 і х4 – 3 змінюються від 0 до 1; якісні чинники х5 і х6 
змінюються на п'яти якісних рівнях. 

 
 
 
3.1.3. Пошук екстремумів функцій 
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Для залежності, що має безліч екстремумів, методи їх пошуку, що за-
сновуються на русі в найбільш крутому напрямі схилу поверхні відгуку, засто-
сувати практично неможливо, оскільки результат розрахунку залежить від пер-
винної вибраної точки пошуку. У цих умовах доцільніше використати методи 
глобального пошуку екстремуму, де всю область існування “засівають” проб-
ними точками [14, 82], як це показане на рис. 3.2. При досить великій кількості 
цих точок екстремум може бути знайдений негайно. Однак імовірність такої 
події досить низька. Застосування чисел τЛП  -послідовності дозволяє підвищи-
ти цю імовірність. Поєднання цих чисел з методом половинного ділення [5] до-
зволяє легко вирішувати задачу пошуку екстремуму для самої складної залеж-
ності. 

Нехай існує поверхня відгуку 1 2( , , . . . . . , , . . . . , )Ny x x x xιψ=  
1≤j≤N,  для якої задані межі існування незалежних змінних xj[Aminj і Avaxj]. Зада-
ючи множину M значень незалежних параметрів Хij (1 ≤ I ≤ M ) отримаємо 
множину значень функції відгуку y. Проведемо розбиття області існування ко-
жної незалежної змінної на дві: 

max min max min
min max; ;._____ ;2 3

A A A AB A C Aι ι ι ι
ι ι ι ι

   − − = =       
. 

Введемо правила звуження області пошуку 
min

min max min

; _ _ min( )

, _ _ min( )2

i

i

A якщо y B
A A A якщо y C

ι ι

ι ι ι
ι

 ⊂   =  − ⊂   

 ;                  (3.5) 

                           
max min

max

max

, _ _ min( )2
, _ _ min( )i

A A якщо y BA
A якщо y C

ι ι
ι ι

ι

ι ι

 −  ⊂ =    ⊂  

.              (3.6) 

Після чого знов проводиться набір точок yi в зменшеній області пошуку і 
так доти,  поки не буде досягнута задана точність пошуку, тобто щоб 

                     min min

min

A A
A
ι ι

ι
ε

−
≥ .                                              (3.7) 

Як приклад покажемо пошук мінімуму функції у = ( )31 sin 4 1xe xπ−− +    
в діапазоні [0; 1] (рис. 3.2) за алгоритмом (3.5) - (3.5). Ця функція була вибрана 
для демонстрації переваг методу, оскільки вона розташована в першому квадра-
нті і має на зазначеному діапазоні три локальних мінімуми. Такі функції відгуку 
можуть мати багатокритеріальні задачі в машинобудуванні [14, 71–72, 96, 302, 
306]. 

Після першого етапу пошуку область Х була звужена удвічі в діапазоні 
[0,5; 1]. Другий етап пошуку дав вибір діапазону [0,75; 1], третій – [0,75; 0,875] і 
т. д. В табл. 3.4 показана перевага чисел τЛП  – розподілу перед рівномірними 
розподілами тієї ж функції. Розбиття на 7 рівномірних інтервалів дає мінімум в 
діапазоні [0; 0,5], тобто знайдено тільки локальний мінімум, а така ж кількість 
чисел τЛП  відразу показує значення yi, близьке до глобального мінімуму. 
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Рис. 3.2. Приклад пошуку мінімуму функції  у = ( )31 s in 4 1xe xπ−− +  методом 

половинного ділення з використанням τЛП  – розподілу: 
І, ІІ, ІІІ – етапи пошуку мінімуму. Цифри уздовж осі абсцис – номера значень х, отриманих 

згідно з τЛП  – розподілом на І етапі; цифри зі штрихом – на ІІ етапі;  
з двома штрихами - на ІІІ етапі 

 
Чисельні експерименти показали, що час пошуку мінімуму зростає про-

порційно кількості чинників, а для інших методів час розрахунку пропорційний 
квадрату числа чинників, отже отриманий виграш у часі на 15– 50 % для числа 
чинників 6 – 12.  

 
Таблиця 3.5  

Значення функції у = ( )31 sin 4 1xe xπ−− +    
при рівномірному розподілі значень аргументу і при τЛП - розподілі 

Рівномірний розподіл τЛП  - розподіл № п/п 
x y x y 

1 0 1 0,5 0,9 
2 0,17 1,2 0,25 1,0 
3 0,33 0,44 0,75 1,2 
4 0,5 0,95 0,13 1,3 
5 0,67 1,88 0,63 1,83 
6 0,83 0,83 0,30 1,32 
7 1,00 1,00 0,88 0,3 
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                                             Початок 
                                              

 
 
                                                       Введення даних 
                                                     про діапазон 
                                                    існування змін-  
                                                   них параметрів 
                                                  розрахунку 
 
                              
                                            Генерація чисел Соболя  для 
                                            всіх параметрів розрахунку  
 
 
                                                                 Ні 
 
                                Діапа-                                Коефіці- 
                          зон існування                    єнт кореляції              Так 
                              переви-                          менше задано- 
                                 щено?                                    го? 
 
                         Так                                            Ні 
 
 
                                                Розрахунок функції за згенерова- 
                                                 Ними значеннями аргументу 
 
 
 
 
                           Значен-                                         
                    ня функції              Так         Зменшення діапазону 
                         більше                               існування аргументів 
                               ?                                    вдвічі. 
 
                       Ні 
 
 
                  Роз- 
   Ні         рахунок        Так             Друк оптималь-                                   Кінець 
              Закінчено                          них значень 
                      ?                                 аргументів 
 
 
 
Рис. 3.3. Блок схема алгоритму пошуку глобального екстремуму методом половинного ді-

лення, модифікованим τЛП  – розподілом Соболя 
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3.2. Розрахунок оптимального розташування антифрикційних вкла-
дишів для сферичного шарніра 

 
В конструкціях гірничо-видобувного та ковальсько-штампувального об-

ладнання використовують важконавантажені сферичні опори ковзання. Втрати 
на тертя в таких опорах вимагають спеціальних режимів змазування, а підви-
щений знос може викликати небезпеку аварійних зупинок таких агрегатів. 

Доцільніше за змазування поверхонь тертя рідким чи консистентним ма-
стилом є використання антифрикційних самозмазувальних матеріалів. Ефект 
такого режиму тертя пояснюється тим, що первинний підвищений знос цих ма-
теріалів викликає налипання продуктів зносу на протилежну поверхню тертя і у 
подальшому ці продукти зносу мігрують в зоні тертя з однієї поверхні на іншу, 
забезпечуючи низький знос і коефіцієнт тертя. 

Але в конструкція сферичних шарнірів використовують підп’ятник із за-
гартованої сталі, який змащується рідким чи консистентним мастилом. 

При очевидній конструктивній простоті, така форма вкладиша має сут-
тєві недоліки:  

– нерівномірне навантаження підп’ятника (рис. 3.3) – на нижню його час-
тину більше, а на верхню менше – викликає його нерівномірний знос, що 
зменшує термін експлуатації ; 

– не можливе використання антифрикційного матеріалу у якості вкладиша, 
оскільки більшість таких матеріалів випускається у формі листа. 

– не гарантоване використання антифрикційного матеріалу вкладиша в 
режимі оптимального навантаження. 
Щоб вирішити ці проблеми треба реалізувати рівномірний розподіл пи-

томого тиску на всю поверхню вкладиша з антифрикційного матеріалу, а для 
цього необхідно, щоб пропорційно збільшенню тиску збільшувалася і площа 
вкладиша з антифрикційного матеріалу, причому величина самої площі має за-
безпечити оптимальне навантаження, при якому коефіцієнт тертя мінімальний. 
А вкладиш має бути виконаний розрізним. 

 
3.2.1. Вкладиші для шарніра з повним кутом контакту 
 
Сферична опора ковзання включає в себе (рис. 3.4) основу 1, п'яту 2 і 

вкладиш 3 з антифрикційного матеріалу. 
Вкладиш 3 складається з окремих симетричних фрагментів, прикріпле-

них, наприклад, за допомогою клейового з'єднання до кульової поверхні п'яти. 
Допускається кріплення елементів вкладиша і на сферичній поверхні основи, але 
тільки в тому випадку, якщо експлуатаційне навантаження, прикладене до основи, 
передається через вкладиш п'яті. Розташування сферичних елементів на кульовій 
поверхні п'яти таке, що меридіональні осі симетрії елементів перетинаються в то-
чці, що лежить на «полюсі» п'яти [1, 92 – 93, 162, 233]. У разі кріплення вкладиша 
до сферичної поверхні основи меридіональні осі симетрії повинні перетинатися в 
точці, що лежить на осі основи. 
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Розглянемо типову схему такого шарніра (рис. 3.4). На нього діє норма-
льне експлуатаційне навантаження N і бічне навантаження Q , причому N > Q . 

 
Рис. 3.5 Сферична опора: 1 – сферична основа; 2 – сферична п`ята;  

3 – антифрикцийний полімерний вкладиш; 4 – “полюс” шарніра 
Експлуатаційне навантаження N , прикладене до сферичної опори,  на-

 
Рис. 3.4. Типова схема навантаження сферичного шарніра: 1 – епюр тиску;  

2 – епюр зносу; И1 – знос п`яти; И2 – знос основи; γ1-2 – усадка п`яти відносно основи 
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правлене уздовж осі п'яти і передається на основу через антифрикційний вкла-
диш. При цьому п'ята може здійснювати обертальний рух уздовж осі наванта-
ження або коливальний рух навколо горизонтальної осі. При обертанні або ко-
ливанні шарніра виникають сили тертя, усунути які і покликані антифрикційні 
вкладиші. 

Для реалізації рівномірного розподілу питомого тиску необхідно, щоб 
пропорційно питомому тиску змінювалася і площа вкладиша з антифрикційно-
го матеріалу. Виділимо на сферичній поверхні кільцеву площину dS (рис. 4.3), 
що визначається при постійному радіусі кривизни R кутом φ, то нормальний 
тиск dPN, що діє на неї, дорівнює 

 
dPN = Pφ 2π R Sinφ dl, 

де Pφ – питомий тиск на даному рівні, що визначається згідно з косинусоїдаль-
ним законом    Pφ = Pmax Cosφ, 
де Pmax – максимальний питомий тиск, що виникає на контакті двох сферичних 
поверхонь. 

 
Рис. 3.6. Розрахункова схема (ліворуч) та оптимальна форма  

фрагмента вкладишу (праворуч) 
 

Для поверхонь, які вже припрацювалися, і для випадку, коли антифрик-
ційні вкладиші формуються безпосередньо в сферичній опорі, тобто коли за-
безпечується повне (беззазорне) прилягання тертьових поверхонь, Pmax визнача-
ється формулою [10, 27, 47, 103, 123, 140, 222] 

 
Pmaх= N / (π R2 Sin2φ1),    (3.8) 

де N – загальне навантаження на сферичну опору; R – радіус сферичної частини 
п'яти; φ1 – максимальний кут обхвату поверхні п'яти одним сферичним елемен-
том вкладиша. 

Значення φ1 визначається максимальним кутом перекосу осей п'яти і ос-
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нови, а також кутом обхвату сферичної поверхні п'яти робочою поверхнею ос-
нови. Значення φ1  знаходиться у межах 0 – 90°. 

Тоді маємо, що тиск на елементарну площину в шарнірі може бути ви-
значено через ширину елементарної площини 

 
dPN = 2π R Sinφ dl (N Cosφ) / (π R2 Sin2φ1).  (3.9) 

З іншого боку, для забезпечення експлуатації матеріалу з оптимальним 
питомим навантаженням Ропг, при якому цей матеріал має мінімальний коефіці-
єнт тертя, необхідно забезпечити рівність  dPN =Ропг dS1, де dS1 – елемента-
рна площина, що забезпечує оптимальну експлуатацію матеріалу вкладиша на 
даному рівні. При цьому обов'язково повинна задовольнятися умова  
     

Ропг ≥ Pmaх. 

Поверхню вкладиша на даному рівні можна уявити як таку, що склада-
ється з n частин чи фрагментів, розміром lφdl  (де lφ – ширина фрагмента на да-
ному рівні)     

dS1= dl lφ n, 
тоді  

dPN =Ропг n lφ dl.      (3.10) 

Прирівнюючи вираження (3.9) і (3.10) одне одному, отримуємо 

N Cosφ / (π R2 Sin2φ1) 2π R Sinφ dl = Ропг. dl lφ n; 

lφ =[ 2 N Sinφ Cosφ]/[ Ропг n R Sin2φ1], 

а оскільки     N / Ропг = S, 

то остаточно 
lφ =[S Sin2φ] / [ n R Sin2φ1].     (3.11) 

Отримана формула (3.11) є вираженням для визначення ширини фраг-
мента антифрикційного вкладиша залежно від кута його розташування, почи-
наючи з «екватора» і до «полюса». 

Кількість фрагментів n, що складають вкладиш, вибирається з конструк-
тивних міркувань, враховуючи технологічність виготовлення розгортки сфери-
чних елементів і можливості викладення фрагментів вкладиша на сферичній 
поверхні. Форма сферичних елементів приймається симетричною для більш рі-
вномірного розподілу тиску на основу сферичної опори і на п'яту. 

 
 
 

 
3.2.2. Вкладиші для шарніра зі зрізаним «полюсом» 
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При вирішенні технічних задач, пов`язаних з передачею зусилля через 

гнучкий зв`язок і одночасною потребою перепускання через той же вузол кабе-
лів чи трубопроводів, конструктори почасти використовують таке технічне рі-
шення як сферичний шарнір зі зрізаним полюсом, через отвір якого і проклада-
ють потрібні комунікації. 

Антифрикційний вкладиш у такому шарнірі найчастіше виконують у 
формі кільця, що вкладене поміж сферичною п`ятою і сферичною основою, як 
це показано на рис. 3.3. При очевидній конструктивній простоті ця конструкція 
вкладиша має суттєві недоліки:  

- нерівномірне навантаження вкладиша (на нижню його частину більше, а 
на верхню менше) викликає його нерівномірний знос, що зменшує термін екс-
плуатації; 

- у випадку, коли сила тертя на якійсь частині вкладиша в деякий момент 
часу перевищує силу тертя на протилежній частині, виникає ефект заклиню-
вання, бо шарнір починає обертатися не навкруги свого центру, а навкруги точ-
ки з найбільшою силою тертя. Втрати на тертя при цьому зростають, бо збіль-
шується деформаційна складова, спрямована на стискання вкладиша у напрям-
ку, перпендикулярному силі навантаження. 

Розглянемо типову схему такого шарніра. Так само, як і в попередньому 
випадку, на нього діє нормальне експлуатаційне навантаження N і бічне наван-
таження Q , причому N > Q . 

Експлуатаційне навантаження N , прикладене до сферичної опори,  на-
правлене уздовж осі п'яти і передається на основу через антифрикційний вкла-
диш. При цьому п'ята може здійснювати обертальний рух уздовж осі наванта-
ження або коливальний рух навколо горизонтальної осі. При обертанні або ко-
ливанні шарніра виникають сили тертя, усунути які і покликані антифрикційні 
вкладиші. 

Щоб вирішити проблему нерівномірного розподілу питомого тиску по 
робочий поверхні п’яти, треба реалізувати рівномірний розподіл питомого тис-
ку на всю поверхню вкладиша, а для цього необхідно, щоб пропорційно збіль-
шенню тиску, збільшувалася і площа вкладиша з антифрикційного матеріалу. 

На  рис. 3.6  показана схема такого шарніра. Якщо в точці В виникає си-
ла тертя, більша за силу тертя на протилежній їй точці, центр коливання зміщу-
ється, і в разі руху в напрямку, протилежному показаному на перетині І, очеви-
дно, що станеться заклинювання такого шарніра. 

Для розрахунку оптимальної форми антифрикційного вкладиша, виді-
лимо на сферичній поверхні кільцевий майданчик dS  (рис. 4.5), що визначаєть-
ся при постійному куті ϕ , шириною dϕ , в кутових мірах, або Rd ϕ  – в лінійних. 
Антифрикційні вкладиші  розміщені між центральними кутами вϕ  і нϕ . 
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Тоді середній нормальний тиск на цій ділянці буде  

1 2 2 2(sin sin )ср
в н

NP
Rπ ϕ ϕ

=
−

.    (3.12) 

При контактуванні сферичної п'яти зі зрізаним “полюсом”,  розподіл ти-
ску підкоряється закону [222] 

 
maxP P ctgϕ ϕ= ⋅ ,                                                

звідки  
max

2 max

sinln( )1 sinв

н

в

н
ср ctg d

в н в н

P
P P

ϕ

ϕ ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ⋅= =
− −∫ . 

 
 

 
 

Рис. 3.7. Схема сферичного шарніра зі зрізаним полюсом.  
Графічний доказ ефекту заклинювання 
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Рис. 3.8. Розрахункова схема розподілу навантажень  
та розташування антифрикційних вкладишів 

 
 
Очевидно, що цей тиск направлений під деяким кутом до нормалі, може 

бути знайдений зі співвідношення рівності площ сферичної поверхні до і після 
нього, тобто 

2
2 22 ( )180в д в д

RSϕ ϕ
π

ϕ ϕ− = − ; 
2

2 22 ( )180н н д н
RSϕ ϕ

π
ϕ ϕ− = − . 

Звідки маємо, що  2 2 2 2
в д д нϕ ϕ ϕ ϕ− = − ;  

2 2

2
в н

д
ϕ ϕ

ϕ
+

= . 

Тоді    1 2 cosср ср gP P ϕ= ⋅ . 

Виконавши перетворення, отримаємо  
2 2

max
2 2 2

( ) cos 2
sinln( )(sin sin )sin

в н
в н

в
в н

н

N
P

R

ϕ ϕϕ ϕ

ϕ
π ϕ ϕϕ

−− ⋅
=

⋅ −
.   (3.13) 

Тоді, питомий нормальний тиск, що припадає на елементарний майдан-
чик dS  з урахуванням (4.5),  становитиме 

 
2 2

2 2

2sin ( ) cos 22 sin sinln ( )(sin sin )sin

в н
в н

в
в

в н
н

N ctg
dpN R P R d

R

φ φφ φ φ φ
π φ φ

φ
φ φφ

−⋅ ⋅ − ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ −
.(3.14) 
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З іншого боку, якщо нам вдасться виконати умову дотримання рівномір-
ного тиску на всі ділянки антифрикційного вкладиша оптP , то треба зазначити, 
що для кожного антифрикційного матеріалу існує оптимальний тиск, при якому 
коефіцієнт тертя мінімальний,  тоді 

 
оптdPN P n lϕ= ⋅ ⋅ ,        (3.15) 

де n  – загальна кількість фрагментів антифрикційних вкладишів, рівномірно 
розташованих у смузі поміж центральними кутами вϕ  і нϕ . Така схема була 
вибрана з припущення, що оптимальна площа вкладиша може бути меншою за 
площу кільцевого вкладиша. 
Прирівнявши (3.14) і (3.15), отримаємо 

2 2

2 2

( )(cos cos )2
sinln( )(sin sin )sin

в н
в н

в
опт в н

н

N
l

R n P
ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ

−
− ⋅

=
⋅ ⋅ −

.  (3.16) 

Ця формула відображає закон зміни ширини одного фрагмента анти-
фрикційного вкладиша від центрального кута φ. Розташування цих фрагментів 
приймається симетричним. 

Вирішимо тепер іншу проблему. При появі бічного навантаження Q  ви-
никає ефект заклинення, який полягає у наступному. У якийсь момент часу од-
на з точок на сферичній п'яті, що знаходяться поблизу проходження вектора   Q  
(т. В на рис. 4..4), зупиняє своє відносне ковзання і всю п'яту починає обертати 
навколо неї. При цьому, виникає заклинення на протилежному боці в антифри-
кційному вкладиші тим більше, чим більше кут цього повороту. 

Якщо ж фрагмент антифрикційного вкладиша виконати розрізним і змі-

щеним на кут 180
c nα = , рівний половині відстані між сусідніми фрагментами 

вкладиша,  навколо осі сферичної опори (тобто одна половина фрагменту вкла-
диша розташована вище деякого кута φ½, інша – нижче), то в площині коливан-
ня сферичного шарніра проблема заклинювання буде вирішена. Тоді, при вини-
кненні зупинки в точці В, сферична поверхня буде виходити із зачеплення з 
фрагментом вкладиша, що знаходиться у протилежний частині основи, оскільки 
на протилежній частині цього фрагменту не буде внаслідок зміщення, і закли-
нення зникне. Кут 1

2
ϕ  визначимо з вимоги рівності навантаження на верхню і 

нижню частини кожного вкладиша, тобто середній тиск на вкладиші на кутах 
від вϕ  до 1

2
ϕ  повинен дорівнювати середньому тиску на кутах від 1

2
ϕ  до нϕ .       
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1
2

max
1
2

max
1 1
2 2

sin
sin

1 B

B

сред верх
B B

P Ln

P P ctg d
ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ⋅

       = =
− −∫ , 

Аналогічно  

1
2

max

1
2

sin

sin H

сред низ
H

P Ln

P

ϕ

ϕ

ϕ ϕ⋅

       +
−

, 

Звідки    ср вер сред низP Р⋅ ⋅= ,  

Тобто    

1
2

1
2

1 1
2 2

sin
sin
sin sin

B

H

B H

Ln Ln
ϕ

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

                   =
− −

. 

В результаті отримуємо рекурентну формулу 

1
2

1
2

1
2

sin
sin

sin sin

sin
sin

i B
B H

H i

i B

H

Ln

Ln

ϕ
ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕ
ϕ

         +          =
    

, 

де і = 0, 1, 2……∞. 
Рішення такої формули можливо тільки в чисельному вигляді. Тому, 

знайдемо наближене рішення. Для цього припустимо, що фігура вкладиша бли-
зька за формою до трапеції, яку необхідно розділити на  дві, рівні по площі час-
тини, в якій ширину верхньої основи знайдемо з (3.16) як    ( )вa lϕ ϕ= , 

 

а нижньої основи як       ( )нb lϕ ϕ= . 
Тоді отримаємо,  опускаючи очевидні викладки 

1
2

( )( )
(2 )

в н
в

c b
c a b

ϕ ϕ
ϕ ϕ

+ −
= −

+ +
;   (3.17) 

де                                             
2( ) 2

2
а b аbc + −

= . 

І поставлена задача є вирішеною. Тепер, при проектуванні сферичних 
опор, можна розрахувати оптимальну форму антифрикційного вкладиша, знаю-
чи його оптимальні параметри, і бути впевненим, що втрати на тертя не пере-
вищать розрахункові. 
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3.3. Оптимальна форма антифрикційних вкладишів для циліндрич-
ного шарніру 

 
В гірничо-металургійному устаткуванні та ковальсько-штампувальному 

обладнанні циліндричні шарніри ковзання можуть використовуватися в оберта-
льному та зворотно-поступальному русі. Антифрикційні вкладиші для таких 
шарнірів виготовляють у формі циліндрів, які розміщають в зоні тертя.  

При очевидній конструктивній простоті, така форма вкладиша має сут-
тєві недоліки:  

– нерівномірне навантаження вкладиша (рис. 3.3) – на ту його частину, де 
діє результуюча сила навантаження R – більше, а на протилежну – мен-
ше. Це викликає його нерівномірний знос, що зменшує термін експлуа-
тації ; 

– не гарантована робота антифрикційного матеріалу вкладиша в режимі 
оптимального навантаження. 
Для циліндричних шарнірів, які працюють в режимі зворотно-

поступального руху (наприклад, в направляючих шатуна) теж виникає нерівно-
мірне навантаження внаслідок можливого перекосу, спричиненого допустими-
ми зазорами поміж зовнішньою і внутрішньою частинами шарніру. 

Щоб вирішити ці проблеми треба реалізувати рівномірний розподіл пи-
томого тиску на всю поверхню вкладиша, а для цього необхідно, щоб пропор-
ційно збільшенню тиску збільшувалася і площа вкладиша з антифрикційного 
матеріалу, причому величина самої площі має забезпечити оптимальне наван-
таження, при якому коефіцієнт тертя мінімальний. 
 

3.3.1. Циліндричні антифрикційні вкладиші в обертальному русі 
 
Для реалізації рівномірного розподілу питомого тиску необхідно, щоб 

пропорційно питомому тиску змінювалася і площа вкладиша з антифрикційно-
го матеріалу. Виділимо на циліндричній поверхні прямокутну площину dS (рис. 
4.12), що визначається при постійному радіусі кривизни R кутом φ, то нормаль-
ний тиск dPN, що діє на неї, дорівнює 

dPN = Pφ Δ dl,     (3.18) 
 

де Δ – ширина циліндричного шарніру, Pφ – питомий тиск на даному куті φ, що 
визначається згідно з косинусоїдальним законом 

Pφ = Pmax Cosφ,     (3.19) 
 

де Pmax – максимальний питомий тиск, що виникає на контакті двох циліндрич-
них поверхонь 

Для поверхонь, які вже припрацювалися, і для випадку антифрикційних 
вкладишів, тобто коли забезпечується повне (беззазорне) прилягання тертьових 
поверхонь, Pmax визначається формулою [10, 27, 47, 103, 123, 140, 222] 

 

Pmaх= N / (φ1 R2 Sin2φ1),    (3.20) 
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де N – загальне результуюче навантаження на циліндричну опору; R – радіус 
циліндричної частини опори; φ1 – максимальний кут обхвату поверхні опори 
одним циліндричним елементом вкладиша. Значення φ1  знаходиться у межах 0 
– 90°. 

Підставимо (4.40-4.41) в (4.39). Тоді маємо, що тиск на елементарну 
площину в шарнірі може бути визначено через ширину елементарної площини 

 

dPN =  Δ dl (N Cosφ) / (φ1 R2 Sin2φ1).   (3.21) 

 
Рис. 3.9. Тертя в циліндричних опорах ковзання зі знакозмінним навантаженням.  

R – результуюча сила навантаження 
 

.  
Рис. 3.10. Розрахункова схема (ліворуч) та оптимальна форма фрагмента вкладишу (право-

руч) 

N 
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З іншого боку, для забезпечення експлуатації матеріалу з оптимальним 
питомим навантаженням Ропг, при якому цей матеріал має мінімальний коефіці-
єнт тертя, необхідно забезпечити рівність  dPN =Ропг dS1, де dS1 – елемента-
рна площина, що забезпечує оптимальну експлуатацію матеріалу вкладиша на 
даному рівні. При цьому обов'язково повинна задовольнятися умова нормаль-
ного режиму роботи антифрикційного матеріалу, коли оптимальний питомий 
тиск (чи навантаження) більший на максимально можливий у цьому шарнірі 
питомий тиск, викликаний умовами експлуатації цього типу обладнання 

Ропг ≥ Pmaх. 
Поверхню вкладиша на даному куті φ можна уявити як фрагмент цилін-

дра, розміром lφdl (де lφ – ширина фрагмента на даному куті φ) dS1=lφdl,  
тоді       dPN =Ропг lφ dl.           (3.22) 

Прирівнюючи вираження (3.21) і (3.22) одне одному, отримуємо 

Δ dl (N Cosφ) / (φ1 R2 Sin2φ1) = Ропг  lφ dl; 
Після перетворення відносно lφ отримуємо  

2 2
1 1опт

N Cosl P R Sinϕ
ϕ

ϕ ϕ
∆

=     (3.23) 

Отримана нами формула (3.23) є вираженням для визначення ширини 
фрагмента антифрикційного вкладиша залежно від кута його розташування, 
починаючи з точки прикладення результуючого зусилля N і до кута φ1 симет-
рично в обидва боки (рис. 3.11). 

 
         -φ1°                                               0°                           +φ1° 

 

 
 

Рис. 3.11. Розгортка викройки оптимального розташування антифрикційного вкладишу  
в циліндричному шарнірі 

 
 
 

3.3.2. Циліндричні антифрикційні вкладиші у зворотно-
поступальному русі 
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Внаслідок можливого перекосу внутрішнього елемента циліндричного 

шарніру 1, який  рухається у зворотно-поступальному напрямку вздовж осі ОО, 
ковзаючи по циліндричним стінкам 2 (рис. 3.12). 

 

 
 

Рис. 3.12. Розрахункова схема величини зусилля перекосу циліндричного плунжера  
в циліндричних направляючих: 

δ – технологічно допустимий зазор, l –  довжина плунжера, N – робоче навантаження,  
R – зусилля на бічні стінки, α – кут перекосу осі плунжера O1O1 відносно осі циліндра О⅔. 

 
Кут перекосу осі плунжера може бути знайдений як 

α = arcSin(δ/l)     (3.24) 

а зусилля на бічні стінки тоді буде дорівнювати 

R= N tg(α)        (3.25) 

З урахуванням того, що перекіс має симетричний характер, приймаємо, 
що нульова деформація антифрикційного вкладишу відбувається на середині 
плунжера (l/2). 

Для реалізації рівномірного розподілу питомого тиску необхідно, щоб 
пропорційно питомому тиску змінювалася і площа вкладиша з антифрикційно-
го матеріалу.  

Виділимо на циліндричній поверхні на деякій відстані х від початку 
плунжера (0≤х ≤l/2) прямокутну площину dS (рис. 4.14), що визначається при 
постійному радіусі кривизни плунжера r постійним кутом 2π/3, то нормальний 

N 
O 

O 

O1 

O1 

δ 

2 

1 

l 
α 

R 

R 
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тиск dPN, що діє на неї, дорівнює 
 

dPN = Px ⅔π r Sin(π(1-2x/l)/2) dl,   (3.26) 

де Pх – питомий тиск на відстані х від початку плунжера, що визначається як 

Pх = Pmax Sin(π(1-2x/l)/2),     (3.27) 

де Pmax – максимальний питомий тиск, що виникає на контакті двох циліндрич-
них поверхонь. 

Для поверхонь, які вже припрацювалися, і для випадку антифрикційних 
вкладишів, тобто коли забезпечується повне (беззазорне) прилягання тертьових 
поверхонь, Pmax визначається формулою [10, 27, 47, 103, 123, 140, 222] 

 

Pmaх= R /(⅔π r2 Sin2(⅔π)),    (3.28) 

де R – зусилля на бічні стінки циліндричної опори; r – радіус циліндричної час-
тини опори; φ1 – максимальний кут обхвату поверхні опори одним циліндрич-
ним елементом вкладиша. Значення φ1  знаходиться у межах 0 – 90°. 
 
 

 
 

 
 

Рис. 3.13. Розрахункова схема. Показано деформацію антифрикційного вкладиша на краю 
плунжера на величину δ, яка сходить до нуля на відстані l/2 від початку плунжера 

 

Підставимо (3.24) – (3.25) та (3.27) – (3.28) в (3.26). Тоді маємо, що тиск 
на елементарну площину в циліндричному шарнірі при перекосі може бути ви-
значено через ширину елементарної площини 

r l/2 

x 

dS δ 

dl 
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2

2

2( ( )) ( (1 )2
22 ( )3

x

xNtg arcSin l Sin dlldP
rSin

π
δ

π

−
= .   (3.29) 

З іншого боку, для забезпечення експлуатації матеріалу з оптимальним 
питомим навантаженням Ропг, при якому цей матеріал має мінімальний коефіці-
єнт тертя, необхідно забезпечити рівність  dPN =Ропг dS1, де dS1 – елемента-
рна площина, що забезпечує оптимальну експлуатацію матеріалу вкладиша на 
даному рівні. При цьому обов'язково повинна задовольнятися умова нормаль-
ного режиму роботи антифрикційного матеріалу, коли оптимальний питомий 
тиск (чи навантаження) більший на максимально можливий у цьому шарнірі 
питомий тиск, викликаний умовами експлуатації цього типу обладнання 

Ропг ≥ Pmaх. 

Поверхню вкладиша на даній відстані х від початку плунжера можна 
уявити як фрагмент циліндра, розміром lхdl  (де lφ – ширина фрагмента на даній 
відстані х від початку плунжера)  dS1=4lхdl, тоді  

 

dPN =4Ропг lх dl.          (3.30) 

Множник 4 був доданий у формулу (3.30) з міркувань симетричності пе-
рекосу плунжера в направляючому циліндрі. Отже, при перекосі у будь-який 
бік, широка частина вкладиша має прийняти на себе навантаження на обох кін-
цях плунжера.. 

Прирівнюючи вираження (3.30) і (3.29) одне одному, отримуємо 
2

2

2( ( )) (2 (1 )
4 22 ( )3
опт x

xNtg arcSin l Sin dllP l dl
rSin

δ π

π

−
= . 

Після перетворення відносно lφ отримуємо  

2

2

2( (1 )( ( / )) 2
4 22 ( )3

x
опт

xSinNtg arcSin l ll P rSin

π
δ

π

−
=    (3.31) 

Отримана нами формула (3.31) є вираженням для визначення ширини 
фрагмента антифрикційного вкладиша залежно від кута його розташування, 
починаючи з точки прикладення результуючого зусилля R і до l/2 симетрично в 
обидва боки (рис. 3.14 –         знаком помічені ділянки, де антифрикційний ма-
теріал відсутній) 

 
 
                                             2πr 
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Рис. 3.14. Розгортка викройки оптимального розташування антифрикційного вкладишу  
в циліндричному шарнірі для зворотно-поступального руху. 

 
 

3.4. Результати експериментальних досліджень антифрикційних ма-
теріалів на модельних установках 

 
3.4.1. Застосування теорії малих вибірок для уточнення експеримен-

тальних даних 
 
Оскільки всі експерименти, дані про яких наводяться у цьому підрозділі, 

проводилися для кожної пари тертя, кожного режиму тертя та на кожній моде-
льній установці по декілька разів (3-5). Графіки зміни триботехнічних парамет-
рів у часі потім оброблялися за методикою, викладеною нижче для кожної схе-
ми тертя окремо. Але спочатку кожна група графіків, що має відношення до па-
ралельних експериментів, вважалася випадковим процесом [53] і усереднюва-
лася. Для цього в кожний момент часу визначалися значення триботехнічних 
параметрів і з них визначалося їх середнє значення та дисперсія (або середнє 
квадратичне відхилення) з урахуванням того, що згідно з [53] при обробці ста-
тистичної вибірки при кількості менше 10, точність визначення оцінок параме-
трів випадкової величини можна значно збільшити, якщо знати діапазон існу-
вання випадкової величини та закон її розподілу.  

Тому був використаний алгоритм, викладений у роботі [53] на стор. 104-
106, 112 – 116, 129 – 130, 140 – 141, 146 – 147, з наступними змінами та дороб-
ками.  

В подальшому викладенні алгоритму розрахунку застосовані такі умовні 
позначення: N  – об’єм малої вибірки; Xi – елемент малої вибірки; `

mP  – пара-
метр для визначення числа діапазонів, на які треба розбити вибірку. Залежить 
від N ; α0 – параметр, що визначає рівень прийняття апріорної гіпотези про за-
кон розподілу випадкової величини. Залежить від N ; i∆Χ  –  ј -й інтервал дис-
кретності; n –  число інтервалів, на які треба розбити емпіричну функцію роз-

l 
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поділу; f – оцінка щільності імовірності; F – оцінка функції розподілу; Mx, Dx, 
M3 и M4 – оцінки центральних моментів; а, b – нижня і верхня межа діапазону 
зміни випадкової величини.  

Тоді оцінки моментів випадкової величини будуть знайдені за наступ-
ними формулами: 

– математичне сподівання  * ` *

1

n

xM x Fι ι
ι=

= ⋅ ∆∑ ;  

де                                        
`

2
XX X ι

ι ι
∆

= − ,   

1 ; 1,2.....
X X X
X n

ι ι ι

α ι
 = + ∆    = =  

. 
* * *

1

* * *
1

1( )f F F X
F F F

ι ι ι
ι

ι ι ι

+

+

   = − ∆   ∆ = +  

 . 

– дисперсія   * ` * 2 *

1
( )

n

x xD X M Fι ι
ι=

= − ⋅ ∆∑ . 

– третій центральний момент  3 ` * 3 *

1
( )

n

xM X M Fι ι
ι=

= − ⋅ ∆∑ . 

– четвертий центральний момент 4 ` * 4 *

1
( )

n

xM X M Fι ι
ι=

= − ⋅ ∆∑ .  

де 
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m mi

f x A EXP X XNι ιπρ ρ=

 
 = ⋅ ⋅ − −
  

∑ . 

ikopA =
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1____________
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ρ
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 − +  − =    − >  

      

або для нормального закону  ` ( )m m b aρ ρ= −   

, _
_

i m i m

i m i m

X a якщоX a
X b якщоX b

ρ ρ
ρ ρ

 − = − <    + = + >  
  

Приведена методика розрахунку відрізняється від викладеної в [36] тим, 
що в ній відсутнє сортування значень випадкової величини у зростаючому по-
рядку, а також тим, що параметри  α0 і `

mρ   визначаються залежно від N  і виду 
розподілу з графіків 3.14 і 3.15, наведених в [53]  на стор. 101. 

Графіки α0(N) і `
mρ (N) були апроксимовані наступними поліномами дру-

гого порядку для законів: 
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– нормального α0 = + 1,203703 – 0,2685185 N + 0,0148148N2 .    

      `
mρ  = 0,5194442 – 0,03194442 N + 0,001 666666N2 .  

– експоненціального   α0= 0,5401235 – 0,04228398 N + 0,002160494N2 . 

                      `
mρ  = 0,5270368 – 0,03879624N + 0,0017559255 N2  

– Вейбулла  α0= 0,1164814 – 0,02462962N + 0,00148148 h) N2 .     

           `
mρ   = 0,6643517 – 0,04328701N +  0,002268516 N2 .       

Позначимо, як 02
1 4,5; ; 1

m
A B DN α

ρ
= = = − . 3

2ikop iкор
м

C A
πρ

= ⋅ .                 

 І тоді отримаємо     ` ` `
0 ( )u f Nf l Df Xια= +  

` ` ` 2

1
( ) ( )

N

N ikop i
i

f X A C EXP B X Xι ι
=

 = ⋅ − − ∑  .  b aX nι
−

∆ =  . 

 
 
3.4.2. Схема торцевого тертя 
 
Ця схема випробувань моделює чи не найбільший клас вузлів тертя – 

підшипники ковзання – і зручна для порівняльного аналізу властивостей різних 
антифрикційних матеріалів.  

Всі експерименти оброблялися за методикою, наведеною вище і розмі-
щалися в таблиці, складеній окремо для кожної пари тертя, або результати до-
слідження наводилися у вигляді графіків.   

На рис. 3.15 та 3.16 були застосовані такі умовні позначення для наступ-
них пар тертя: 1– нержавіюча сталь 12x18… алюмінієвий сплав Амг-6; 2 – алю-
мінієвий сплав Амг-6… графотектоліт; 3 – нержавіюча сталь 12х18… фтороп-
ласт; 4 – алюмінієвий сплав Амг-6… фторопласт-4; 5 – нержавіюча сталь 
12х18… металофторопласт; 6 – алюмінієвий сплав Амг-6, покрита лаком 
ФБФ… нержавіюча сталь 12х18; 7 – алюмінієвий сплав Амг-6, покритий лаком 
ФБФ… фторопласт-4; 8 – алюмінієвий сплав Амг-6, покритий лаком ФБФ… 
графотекстоліт. 

Пара тертя типу “метал-метал” тут представлена для того, що наочно 
показати відміну сухого тертя у металів та антифрикційних матеріалів. Для під-
твердження невипадкової розбіжності в значеннях коефіцієнта тертя цієї пари з 
парою типу “метал–антифрикційний матеріал” застосуємо двосторонню  t-
статистику Ст’юдента [276] з 5 % рівнем імовірності для значень коефіцієнта 
тертя першої пари та для середніх всіх інших пар тертя.  
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Рис. 3.15. Графіки залежності коефіцієнта тертя f від питомого тиску Pа  
по торцевій схемі тертя при середньому радіусі виступів шорсткості поверхні тертя метале-
вого зразка Ra = 2,5 – 1,25 мкм; швидкості відносного ковзання V = 0,02 м/с; температурі Т = 

293ºK 
 
Розраховане значення t-статистики1 склало 2,062743578, а табличне – 

1,894577508. Це означає, що гіпотеза про тотожність середніх значень двох ти-
пів пар тертя – відкидається. 

Для визначення поведінки антифрикційних матеріалів при змащуванні 
вузла тертя були проведені досліди для таких матеріалів пар тертя: 
12Х18Н10Т…20Х13, 12Х18Н10Т…металофторопласт та Амг-6… тканий кар-
бопласт типу ТГН-2М. Ці дані були поєднані з експериментами по тертю без 
змащування, причому в якості мастила використано не тільки машинне масти-
ло, але й воду. 

Такий вибір змащувальних матеріалів дозволяє показати переваги анти-
фрикційних матеріалів в граничних умовах експлуатації. 

                                                
1 Для статистичних розрахунків тут і далі була застосована електронна таблиця Excel 
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Рис. 3.16. Графіки зміни коефіцієнта тертя f  у часі для Ра=10 МПа 

 
Не менш значущим є порівняння сухого тертя металофторопласту по 

сталі та сталі по сталі. Очевидним є перевага металофторопласта, коефіцієнт 
тертя якого дещо нижчий, аніж в іншій парі тертя, до того ж, металофторопласт 
витримує надважкі режими випробувань (при питомому тиску 4–20 МПа та 
швидкості відносного ковзання 3-8 м/с), коли пара тертя типу “метал-метал” 
вже заклинює. Це пояснюється наявністю у металофторопласті під антифрик-
ційним шаром, який складається з фторопласту-4 та дисульфіду молібдена, ша-
ру спечених бронзових кульок, діаметром 300-500 мкм, який і забезпечує відсу-
тність задирів на поверхні тертя при надважких умовах роботи.  Критерій 
Ст’юдента, застосований для перевірки відміни середніх значень коефіцієнта 
тертя для пар з металофторопластом та металом у контрпарі, має значення 
27,21530793, а табличне – 3,182449291, отже гіпотеза про тотожність середніх 
відкидається. 

Цікавим є порівняння триботехнічних характеристик цих пар тертя при 
змащуванні машинним мастилом. Антифрикційні матеріали і в цьому випадку 
мають менший коефіцієнт тертя, і тільки при високих швидкостях відносного 
ковзання (більше 3 м/с) коефіцієнти зрівнюються, що пояснюється гідродинамі-
чним ефектом, коли клин мастила, утворений поміж поверхнями тертя, витримує 
зусилля взаємного притискання зразків. 

Але найбільш разючими є результати випробувань обраних нами пар на 
тертя з водою. 
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Коефіцієнт тертя металофторопласту для швидкостей відносного ков-
зання нижче 3 м/с, менше за коефіцієнт у пари 12Х18Н10Т…20Х13 у 1,5 рази. 
Цей попередній висновок підтверджує статистика Ст’юдента, розраховане зна-
чення якої становить 8,710394236, а табличне – 2,91998731, що свідчить про 
відміну середніх для коефіцієнтів тертя цих пар. І тільки для швидкості 20 м/с, 
коли починає впливати на коефіцієнт тертя гідродинамічний ефект, можна го-
ворити про однакові значення триботехнічних параметрів. Карбопласти в цьому 
випадку мають гірші показники з причини того, що реалізували гідродинаміч-
ний режим тертя на не рівній поверхні, якою є поверхня в’язаних на трикотаж 
вуглецевих ниток.  

 
3.4.3. Модель зворотно-поступального руху 
 
Для дослідження триботехнічних характеристик антифрикційних мате-

ріалів зв цією схемою тертя були вибрані матеріали типу НПИ-МС, вуглетка-
нини ТГМ-2М, УТМ-8, антифрикційні тканини типу нафтлен і даклен, тверде 
мастильне покриття типу ВНИИНП-512, які випробувалися в контрпарі зі ста-
левим зразком (сталь 40Х, НRС 40+45) з початковою шорсткістю Ra = 0,32 – 
0,63 мкм.  

Дослідження проводилися без попередньої обробки поверхонь матеріа-
лів антифрикційних покриттів (в стані постачання) при наступних режимах ви-
пробувань: середня швидкість відносного ковзання   5,75 м/с; питоме наванта-
ження змінювалося в межах 0,5; 1; 3; 5; 8 МПа; температура нормальна. 

На протязі експерименту швидкість ковзання не змінилася. Зразки з ма-
теріалів на тканинній основі наклеювалися на підкладку з алюмінієвого сплаву 
Амг-6 клеєм 88 на повітрі при нормальній температурі. Сторона тканини, що 
наклеюється і поверхня підкладки знежирювалася розчинником Р-4, твердо-
змащувальне покриття типу ВНИИНП-512 наносилося напиленням у три шари 
на заздалегідь знежирену підкладку. 

Амплітуда зворотно-поступального руху металевого контрзразка дослі-
джуваних пар тертя становила 62 мм. Площа контакту –  1 см2. Це означає, що 
коефіцієнт взаємного перекриття в цих дослідах був 0,16. 

Ваговий знос визначався за допомогою аналітичних терезів типу ЕЛП-
200. Температура поблизу зони контакту визначалася хромель-алюмелевою 
(ХА) термопарою і гальванометром М-95. Термопара була заздалегідь протаро-
вана до температури 573 К ртутним термометром. Спай термопари вміщувався 
в отвір у підкладці, що знаходиться на відстані 0,5 мм від її поверхні. 

Результати експериментальних досліджень наведені в табл. 3.6.  
Таблиця 3.6 

Результати випробувань антифрикційних матеріалів при зворотно-
поступальному русі 
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 3
 

хв
ил
ин
и 

 

   Н
аф
тл
ен

-8
 0,5 

1,0 
3,0 
5,0 
10,0 

0,3 
0,375 
0,245 
0,095 
0,092 

0,07071 
0,02121 
0,02121 
0,00707 
0,00228 

 

3 
10 
18 
21 
24 

0,01705 
0,03310 
0,04900 
0,16095 
0,10775 Ру

йн
ув
ан
ня

 до  о

с -
но
ви  з  тк
ан
ин
и

 
 

Ру
йн
ув
ан
ня

 до  кл
ее
во
го

 ш
ар
у

 

   Н
П
И

-М
С

 

0,5 
1,0 
3,0 
5,0 
10,0 

0,38 
0,40 
0,135 
0,105 
0,068 

0,16278 
0,06403 
0,05700 
0,00707 
0,01769 

5 
18 
24 
26 
35 

0,00035 
0,0 
0,00025 
0,00055 
0,00295 

В
иг
ла
дж
ув
ан
ня

 п

о -
ве
рх
ні

 зр
аз
кі
в

 
  

   
  
М
ет
ал
ло

- 
   

 
фт
ор
оп
ла
ст

 0,5 
1,0 
3,0 
5,0 
10,0 

0,235 
0,385 
0,45 
0,335 
0,41 

0,02121 
0,04949 
0,04242 
0,02549 
0,02828 

6 
12 
18 
35 
42 

0,235 
0,00335 
0,00465 
0,01720 
0,001140 В

ес
ь

 ш
ар

 а

н -
ти
фр
ик
ці
йн
о -

го  по
кр
ит
тя

 зн
ят
о

 до  ш
ар
у

 

бр
он
зо
ви
х

 ку
ль
ок

.

 

В
Н
И
И
Н
П

 
   

  -
51

2 

0,5 
1,0 
3,0 

0,232 
0,256 
0,275 

0,01931 
0,02473 
0,02121 

 

12 
18 
28 

0,01255 
0,0405 
0,01155 

Ро
зт
рі
ск
ує
ть
ся

 п

о -
кр
ит
тя

. П
ро
ду
кт
и

 зн
ос
у

 пе
ре
но
ся
ть
ся

 на  ко
н

тр  ті
ло

 

 

 
Дослідження проводилися без попередньої обробки поверхні антифрик-

ційних матеріалів при середній швидкості ковзання 5,75 м/с та питомому нава-
нтаження 0,5 – 8 МПа, наступних режимах випробувань (табл. 3.7)  

 
 
 

Таблиця 3.7  
Результати випробувань при поступальному русі антифрикційних матеріалів, 

просочених епоксидною смолою  
Коефіцієнт тертя f /середнє квадра-

тичне відхилення σf 

М
ат
ер
іа
л 

П
ит
ом
ий

 

ти
ск

 
P а

, М
П
а

 

На початку до-
сліду 

 
Сталі значення 

Підвищення 
температури 
фрикційного 
нагрівання 

∆T,K 

Знос по 
масі антф-
рикційного 
зразка 

Ig, г 
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f σf f σf 

   
   

 

ТГ
Н

-2 М
 

0,5 
1 
3 
5 
8 

10 

0,175 
0,16 
0,14 

0,125 
0,10 

0,145 

0,028284 
0,042426 
0,035355 
0,021213 
0,028284 
0,251149 

0,26 
0,30 

0,165 
0,155 
0,20 
0,38 

0,028284 
0,042426 
0,035355 
0,021213 
0,028284 
0,251149 

9,4 
9,4 
14,2 
18,9 
70,9 
79,9 

0,00015 
0,0004 

0,001231 
0,0003 

0,00135 
0,05953 

   
   

   
   

  

У
ТН

-8
 

0,5 
1 
3 
4 
8 

10 
15 
20 

 

0,27 
0,125 
0,345 
0,36 
0,37 
0,26 

0,123 
0,092 

 

0,0531500
,021213 

0,014142 
0,040360 
0,042426 
0,134536 
0,078102 
0,074953 

 

0,245
0,245 
0,26 
0,41 
0,42 
0,52 
0,42 

0,243 
 

0,053150 
0,021213 
0,014142 
0,040360 
0,042426 
0,134536 
0,078102 
0,074953 

 

0 
4,7 
9,4 
18,9 
32,5 
75,5 
87,4 
97,0 

 

0 
0 
0 
0 

0,00112 
0,01970 
0,02099 
0,08724 

 

   
   

   
   

   
   

 

Д
ак
ле
н

 

0,5 
1 
3 
5 
8 

10 
15 
20 
25 
30 
35 

0,18 
0,145 
0,13 

0,119 
0,12 

0,099 
0,091 
0,081 
0,095 
0,076 
0,048 

0,063639 
0,007071 
0,021213 
0,007071 
0,01414 

0,031112 
0,033941 
0,026172 
0,027586 
0,020518 
0,020518 

0,235 
0,175 
0,175 
0,155 
0,16 

0,134 
0,137 
0,115 
0,095 
0,094 
0,071 

0,063639 
0,007071 
0,021213 
0,007071 
0,014142 
0,031112 
0,033941 
0,026172 
0,027586 
0,020518 
0,020518 

0 
2,4 
27,0 
38,6 
38,6 
33 
47 
61 
94 
99 

122 

0 
0 
0 

0,00024 
0 

0,00462 
0,00419 
0,00910 
0,00954 
0,01338 
0,0241 

 
3.4.4. Модель руху «за свіжим слідом» 
 
В цьому розділі, на першому етапі досліджень в якості такого наповню-

вача були використані пружні матеріали (гуми) типу ИРП-20251. Окрім вугле-
цевого трикотажу УТН–2, поверхня цих гум була модифікована фторопластом-
4 у вигляді плівки. 

Зразок типу  «палець» площею 2 см2 притискається із зусиллям 20 кг до 
диску з алюмінієвого сплаву Амг-6, що обертається з швидкістю 1800 об/хв і пе-
реміщується уздовж радіуса диска діаметром Ø350 мм по спіралі Архімеда таким 
чином, що абсолютна  швидкість його руху змінюється від  0 до 30 м/с, а шлях те-
ртя становить 20 м. Поверхня диска після кожного досліду оброблялася наждач-
ним папером для надання їй потрібної шорсткості (Ra = 6,3 - 12 мкм.). Для порів-
няння, для деяких дослідів поверхня диска натиралася фторопластом-4 або покри-
валася лаком ФБФ. Матеріали випробовувалися від трьох до п'яти раз кожний.  

                                                
1 Тут і далі, гуми марки ИРП – це розробка Інституту гумової промисловості, 
м.Дніпропетровськ 
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Найкращоювиявилася вуглетканина при ковзанні по шорсткій поверхні 
Амг-6, тобто при значному впливі деформаційної складової сили тертя (крива 1 
на рис. 3.18). Проведемо статистичну перевірку відміни цієї кривої від найкра-
щої з інших – 4, де в терті приймає участь фторопласт-4 по поверхні, вигладже-
ній у значній мірі лаком ФБФ. Розраховане значення t-статистики дорівнює 
2,70942, а теоретичне – 2,131846, отже помічена відміна середніх значень кое-
фіцієнта тертя є статистично достовірною. Але значення коефіцієнтів тертя для 
цієї схеми випробувань відрізняються від коефіцієнтів тертя тієї ж вуглеткани-
ни для схем торцевого тертя, що пояснюється абразивним характером зносу для 
схеми тертя «за свіжим слідом», оскільки «трете тіло» в зоні тертя формуватися 
не може з причини дуже малих значень коефіцієнта взаємного перекриття (Квз. 
≈ 0,0005). 

 

 
 

Рис. 3.18. Зміна коефіцієнта тертя f від швидкості відносного ковзання V при номінальному 
тиску Ра=10 МПа,, для матеріалів пар тертя, нанесених на поверхню гуми ИРП-2025:  

1 – вуглецевий трикотаж, привулканiзований до гуми ИРП-2025 по чистій поверхні АМГ-6;  
2 – гума ИРП-2025 по лаку ФБФ, на несеному на поверхні АМГ-6; 3 – гума ИРП-2025  

по поверхнi АМГ-6, натертому фторопластом-4; 4 – фторопласт-4 по по лаку ФБФ, нанесе-
ному на поверхні АМГ-6; 5 – фторопласт-4 по поверхні АМГ-6, натертому фторопластом-4 

 
Критерій Ст’юдента, розраховане значення якого для пари тертя 51-

6004…УТЛ-3-5 для різних напрямків в’язки по відношенню до напрямку руху 
становить 5,047399, а табличне – 2,353363, підтверджує зроблені вище виснов-
ки, що середні значення коефіцієнтів тертя статистично відмінні. Так само пе-
ревірялася відміна середніх значень коефіцієнтів тертя для гум різної твердості. 
Для контрасту були взяті пари з найбільшою і найменшою твердістю, (ИРП-
2025 і ИРП-1378), але з однією вуглетканиною – УТЛ-1/10 і з однаковим на-
прямком в’язки трикотажу відносно напрямку руху – уздовж. Розрахована t-
статистика дорівнює 4,94482, а теоретична  – 2,353363. Гіпотеза про тотожність 
їх середніх відкидається. 
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3.4.5. Модель сферичного шарніра 
 
Оскільки ці випробування теж проводилися при коливальному русі, типо-

вий графік зміни моменту тертя в ньому (рис. 3.19) нагадує графік при зво-
враховувати геометричні параметри розташування антифрикційних вкладишів, 
форму цих вкладишів та напрямок результуючого вектора сил, що діють на мо-
дель по відношенню до площини розташування антифрикційних вкладишів та по 
відношенню до напрямку коливання шарніра. Ці вимоги і зумовили структуру 
таблиці для обробки експериментальних даних. 

Експерименти проводилися, в основному, на установці за схемою 
рис. 1.21, де сферична опора діаметром 101 мм мала верхню і нижню півкулю, 
Сферична п’ята – діаметром 0,1 м (окрім спеціально зазначених випадків). Зазор в 
1 мм був залишений для розміщення антифрикційних матеріалів. Враховуючи по-
передні дослідження та криволінійну форму поверхні, на яку потрібно закріплю-
вати антифрикційні матеріали, для дослідів були вибрані матеріали, розроблені на 
основі тканин, вироблених з ниток з вмістом фторопласту чи вуглецю : нафтлен, 
даклен, ТГН-2М, НПИ-МС і т. ін. Тканини наклеювалися на сферичну поверхню 
клеєм К-153, який витримав усі режими навантаження. Форма вкладишів наведена 
на рис. 3.20. Отвори на поверхні тут показані умовно, щоб пояснити спосіб досяг-
нення зменшення загальної площі антифрикційних матеріалів, тобто кількість 
отворів варіювалася від нуля до кількості, наведеної на рис. 3.20. У серії випробу-
вань, що розглядаються, вкладиші перфоровані отворами діаметром 5 мм. У випа-
дках, коли кути розташування антифрикційних вкладишів відносно вертикальної 
осі визначені не діапазоном, а одним числом, це означає, що горизонтальна вісь 
вкладиші співпадає з цим кутом. В іншому випадку вказувалися кути, між якими і 
розташовані ці вкладиші. 

Оскільки тензокільця 21 з рис. 1.21 вимірювали момент, то  коефіцієнт тер-

тя визначався як                 Pf RN= , де Р – виміряне зусилля тензокільцями 

21 (рис. 1.21), R – радіус сферичної п’яти, N – навантаження в моделі сферичного 
шарніра, яке створює динамометр 18 (рис. 1.21). Результати розрахунку усеред-
нювалися за цикл коливання. 

 
   a       б 
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Рис. 3.20. Креслення форми антифрикційних вкладишів:  

а– для нижньої півсфери, б– для верхньої 
 

Спочатку було досліджено вплив різних діаметрів сферичної п’яти на 
коефіцієнт тертя антифрикційних матеріалів на моделі сферичного шарніра для 
середніх кутів їх розташування на нижній півсфери 65° і зусиллі  N = 4,2 кН 
(табл. 3.8). Останнє яскраво проявилося в терті матеріалу НПИ-МС. Відміна ко-
ефіцієнта тертя для циатиму-221 від тертя без нього доведена статистично: tрозр 
=3,48892 > tтеор = 2,919987.  Те саме можна сказати і про вплив зміни діаметра 
сферичної п’яти – якщо діаметр менше або більше номінального, то коефіцієнт 
тертя менше. Статистичний аналіз значень коефіцієнта тертя для матеріалу на-
фтлен-8 для дослідів з мастилом і без нього доводить цю відміну : tрозр = 6,28 > 
tтеор = 6,313749. 
 

Таблиця 3.8 
Результати порівняльних випробувань антифрикційних матеріалів на моделі 
сферичного шарніра для середніх кутів їх розташування на нижній півсфері 65° 

і різних діаметрів сферичної п’яти 

Коефіцієнт тертя для діаметра сферичної п’яти, 
мм Матеріал Мастило 

99,5 100 100,5 
Циатим-221 0,171 0,39 0,23 

– 0,28 0,425 0,33 

Н
П
И

 

– 
М
С

 

Солідол – 0,51 – 
– 0,305 0,56 0,29 

Циатим-221 0,32 0,45 0,25 

Н
аф
тл
ен

 

- 8
 

Солідол  0,38 – – 
 
 
 

Таблиця 3.9  
Залежність моменту  (коефіцієнту)  тертя  в  сферичному  шарнірі від  площі  
антифрикційних  вкладишів з матеріалу НПИ-МС при кутах розташування 

вкладишів (φв = 80-89°; φн = 57-73°) 
Коефіцієнт  те-

ртя  
Площа  контакту, см2

 

на  верхній  
півсфері 

на  нижній  
півсфері 

Питомий тиск 
на  верхню  
півсферу, 
МПа 

Питомий тиск 
на  нижню  пів-

сферу, 
МПа                 fср σf 
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2,126 4,638 1,454 5,895 0,399 0,0217 
2,126 4,638 8,136 25,875 0,286 0,024 

5,7 12,08 0,542 2,264 0,652 0,045 
5,7 12,08 3,033 99,36 0,416 0,024 

11,21 34,69 0,275 0,788 0,986 0,451 
11,21 34,69 1,543 3,459 0,471 0,121 

 
З метою визначення розміру усадки центра сферичної п’яти відносно 

центру сферичної основи були проведені досліди для антифрикційного  матеріа-
лу НПИ-МС, наклеєного клеєм К-153 на поверхню основи з урахуванням напря-
мку вектора результуючих сил, які діють на шарнір: Q – сила бічного наванта-
ження, P – сила нормального навантаження (рис. 3.21). Були перевірені дві моде-
лі навантаження: а) Модель впливу тільки навантаження P,  включає тільки  ни-
жню основу.  б) Модель впливу спільного зусилля P і Q у співвідношенні їх зна-
чень 1:4 вимагає використання ще і верхньої півсфери.  При цьому, вимірювання 
усадки мало б проводитися на куті 22,5° відносно  горизонту, бо там розташова-
ний  вектор рівнодіючої сили, але замість цього, площина розташування анти-
фрикційних вкладишів була зміщена відносно горизонту на 90° – 22,5° = 67,5°, а 
навантаження здійснювалося, як і раніше, динамометром 21 (рис. 3.22). 

Після встановлення навантаження, матеріал було витримано до припи-
нення процесу усадки (у разі потреби, поки усадка була значною, що призводи-
ло до зменшення заданого навантаження, воно збільшувалося до потрібного рі-
вня), і проводився відлік усадки. Після цього навантаження знімалося, а потім 
робилося повторно, вже на деформованих з попереднього досліду вкладишах 
(табл. 3.10). 

У реальних умовах експлуатації діюче на вузол навантаження змінює 
свою величину і напрямок відносно антифрикційних вкладишів сферичного 
шарніра. При визначенні усадки антифрикційного матеріалу під впливом нава-
нтаження сферичного шарніра, був застосований прийом при моделюванні змі-
ни напрямку результуючого вектора сили навантаження від 90° за рахунок змі-
ни площини розташування антифрикційних вкладишів відносно вертикального 
напрямку.  
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Рис. 3.21. Схема вимірювання усадки антифрикційних вкладишів:   
1 – нижня сферична основа; 2 – кут зміщення площини розташування антифрикційних вкла-
дишів при моделюванні одночасної дії двох сил (Р та Q); 3 – антифрикційні вкладиші;  

4 – мікрометр (друге його положення показано умовно, для випадку моделювання одночас-
ної дії обох сил; 5 – верхня сферична основа шарніра 

 
Таблиця 3.10 

Усадка НПИ-МС з клеєм К-153 у сферичному шарнірі  
(φв = 80-89°; φн = 57-73°) 

Усадка уздовж вектора сили, мм 

φг =0˚ φг =76˚ 

Усадка Усадка 

 
 
 
Наванта-
ження, кН 

       
 

П
ит
ом
ий

 ти
ск

,

 
Р а

, М
П
а

 

При первин-
ному наван-
таженні 

При повтор-
ному наван-
таженні 

П
ит
ом
ий

 ти
ск

,

 
Р а

, М
П
а

 

При первин-
ному наван-
таженні 

При повтор-
ному 

навантаженні 

5,14 5,0 0,094 0,05 4,9 0,034 0,032 
10,28 10,0 0,168 0,08 9,9 0,058 0,050 

15,42 15,0 0,2018 0,096 14,8 0,076 0,059 

20,56 20,0 0,2064 0,108 19,7 0,094 0,069 

25,71 25,0 0,3008 0,12 24,7 0,104 0,076 

30,15 30, 0,34 0,134 28,9 0,118 0,080 
36 35,0 0,368 0,146 34,5 0,135 0,088 
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Таблиця 3.11 
Залежність  коефіцієнта  тертя  для різних  типів  антифрикційних матеріалів  

при питомому тиску на  верхню  півсферу  Рa = 8 МПа , 
о

Н
о

В 7357;8580 −=−= ϕϕ  
Коефіцієнт  тертя Вид   анти-

фрик-ційного  
матеріалу 

Питомий тиск 
на  нижню  

півсферу, МПа fc.э fср 

Середнє квадра-
тичне відхилення,  

σf 
19,04 0,195 0,155 0,0305 
38,09 0,1506 0,107 0,0229 
57,71 0,133 0,086 0,0112 
85,71 0,114 0,072 0,00884 

114,28 0,097 0,065 0,01 

ВНИИ-НП-512 
+циатим-221 
+НПИ-МС 

142,85 0,0906 0,062 0,0127 
5,71 0,462 0,323 0,104 
9,52 0,225 0,242 0,088 
19,04 0,252 0,1603 0,0409 
38,09 0,168 0,1 0,0155 
57,71 0,133 0,082 0,01006 
85,71 0,106 0,064 0,00514 

114,28 0,095 0,056 0,00446 

Лак   ФБФ 
+циатим-221 
+НПИ-МС 

142,85 0,089 0,052 0,00591 
5,17 0,497 0,215 0,0396 
12,05 0,1805 0,172 0,0314 
19,04 0,1305 0,119 0,01917 
38,09 0,1 0,088 0,00956 
57,71 0,093 0,076 0,00622 
85,71 0,0804 0,068 0,00523 

114,28 0,085 0,662 0,00409 

Лак  ФБФ 
+циатим-221 
+НПИ-МС 
на  гумі ИРП-

2023 

142,85 0,0803 0,059 0,00473 
 
Цей прийом був далі застосовано для наступних досліджень при зміні не 

тільки напрямку вектора сили, але і зміни напрямку площини коливання сфери-
чної п’яти відносно вектора результуючої сили R, яка може бути знайдена як 
      2 2R P Q= + . 

Початкове положення вкладишів наведено на рис. 3.22. При цьому по-
ложенні моделювався вплив на вузол вертикальної складової навантаження (N, 
або як прийнято далі – Р). Площина гойдання у цьому випадку займає однакове 
положення відносно вкладишів при будь-якому повороті останніх відносно вер-
тикальної осі. 

 
Для моделювання впливу горизонтальної складової навантажень Q 
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вкладиші були повернені на 90° відносно початкового положення ( рис. 3.23). 
Для моделювання впливу результуючої сили R вкладиші були повернені на кут, 
який для співвідношення 1:4 цих становить 77° відносно початкового положен-
ня (горизонту) ( рис. 5.9). 

При моделюванні впливу сили Q змінювалося також розташування 
вкладишів відносно площини гойдання сферичної п’яти, для чого здійснювався 
поворот вкладишів відносно напрямку гойдання 45° і 90° (рис. 3.24). 

На рис. 3.23 показано кут φ2, яким позначається поворот площини на-
клейки вкладишів відносно площини коливання шарніра. Кутом же φ1  було на-
звано кут нахилу площини наклейки вкладишів відносно вертикальної осі шар-
ніра.  

 

 
 

Рис. 3.22. Схема наклейки вкладишів при 
моделюванні дії сили Q 

Рис. 3.23. Схема наклейки вкладишів  
при моделюванні дії сили R  

(верхня стрілка показує напрямок коливан-
ня моделі шарніра) 

 
     

 
Рис. 3.24. Схема наклейки вкладишів при моделюванні різних напрямків коливань (сила Q 
перпендикулярна площині креслення, горизонтальна вісь показує площину коливання) 

 
Питоме навантаження в сферичному шарнірі визначалося умовно, без 

урахування розташування вкладишів відносно осі напрямку навантаження в 

шарнірі      a
ном

NP S= , 
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де Sном – номінальна площа контакту, яка визначається з геометричних розмірів 
зразків; N – нормальна сила, що діє на модель шарніра безвідносно того, що во-
на моделює Р, Q  чи  R. 

Тоді, момент тертя в реальній конструкції шарніра можна визначити на 
основі експериментально отриманих значень коефіцієнта тертя в модельному 
шарнірі з урахуванням масштабного чинника за наступною залежністю 

 

 
де Npш – загальне навантаження в натурній конструкції шарніра; fп – коефіцієнт 
тертя, що визначається експериментально на модельній конструкції при пито-
мому навантаженні, відповідному умовам експлуатації шарніра; Rрш – радіус дії 
сил тертя в реальному шарнірі.  

Реальне навантаження в шарнірі можна визначити через коефіцієнт ма-
сштабного переходу    рш мпN К N= , 
де N – загальне навантаження в модельній конструкції шарніра; Кмп – коефіці-
єнт масштабного переходу. 

Випробування (рис. 3.25), проведені для тих же пар тертя, що і в табл. 
3.11  дають можливість дослідити вплив зміни кутів кут φ2 та φ1 на коефіцієнт 
(момент) тертя в сферичному шарнірі для того ж, як і раніше, співвідношенням 
чисельних значень сили P та Q, показали, що для всіх досліджених пар в сфе-
ричному шарнірі із збільшенням питомого навантаження коефіцієнт тертя за-
кономірно меншає.  Зміна значень кутів φ2 та φ1 теж впливає на зміну коефіціє-
нта тертя, але для обраних у першій серії дослідів питомих навантажень, не дає 
можливості чітко визначити цю залежність. 

 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0 50 100 150

phi1=45
,
phi2=90

PHI1=0
0,
PHI2=7
6

 
Рис. 3.25. Залежність коефіцієнта тертя від кутів повороту площини наклейки по відношен-
ню до площини коливання шарніра до горизонту (φ2 та φ1) при питомому тиску на верхню 
півсферу Ра = 0.8МПа, (φв = 80-85°; φн = 57-73°) для сферичної п’яти, покритої лаком ФБФ та 

матеріалу вкладишів НПИ-МС 
Наступна серія дослідів була проведена  з ширшим діапазоном наванта-

жень на модель шарніру та з перевіркою всіх раніше обраних пар тертя. Як і 
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раніше, для більшості дослідів при зміні питомого тиску від 0,5 до 150 МПа ко-
ефіцієнт тертя меншає у 4 – 5 разів з 0,2 – 0,3 до 0,05 – 0,06.  

 

Таблиця 3.12 
Залежність  коефіцієнта  тертя  для різних  типів  антифрикційних матеріалів 
від зміни температури зовнішнього нагрівання при питомому навантаженні 

Ра=15 МПа, 
о

Н
о

В 7357;8580 −=−= ϕϕ  

Матеріал пари тертя Температура 
нагрівання, К 

Коефіцієнт 
тертя спокою 

fсэ 

Коефіцієнт 
тертя 
руху, f 

ВНИИ-НП-512+циантим-221 
+НПИ-МС 

293 
323 
373 
423 
473 

0,14 
0,09 

- 
- 
- 

0,135 
0,1 

0,09 
0,07 
0,4 

Циантим-221+НПИ-МС 
20 

100 
150 

0,2 
0,08 

- 

0,135 
0,16 
0,19 

Лак   ФБФ +циантим-221 
+НПИ-МС 

293 
373 
423 
473 
493 

0,15 
0,15 

- 
- 
- 

0,13 
0,16 
0,12 
0,1 
0,1 

Лак  ФБФ+циантим-221 
+НПИ-МС на  гумі ИРП-2023 

293 
323 
373 

0,24 
0,15 

- 

0,2 
0,18 
0,12 

 

3.5. Розрахунки оптимальної форми антифрикційних вкладишів для 
реальних вузлів тертя 

 
Для проведення цих розрахунків скористаємося даними з табл.. 3.8-3.11, 

де вибрані оптимальні матеріали для кожного з вузлів тертя. Оптимальний пи-
томий тиск для кожного матеріалу будемо брати з табл.. 3.6-7.  

 
3.5.1. Сферичний шарнір екскаватора ЭМВ-8-2 
 
Навантаження на таку опору складає  N=1000 кН, радіус якої R = 0,32 м. 

Максимальний робочий кут обхвату сферичної п’яти основою становить 
φ1=90°. 

Визначимо оптимальну форму антифрикційних вкладишів для такої 
конструкції за розробленою методикою, для чого спочатку розрахуємо питомий 
тиск в зоні тертя  

 

Pmaх =  N / (π R2 Sin2φ1)= 1 ∙106/( π 0,322 Sin290˚) = 3,1  МПа 
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Для нафтлену-8 Ропг = 10 МПа. Загальна площа такого антифрикційного 
вкладиша визначається як      S =N / Ропг = 1 ∙106/10= 0,1 м2. 

Приймаємо кількість фрагментів, що складають вкладиш, п = 8. Далі ви-
значаємо точність, з якою необхідно побудувати розгортку, тобто, крок по куту 
φ (в нашому випадку це буде Δφ= 10°) і розрахуємо значення ширини вклади-
ша на кожному проміжному куті φі = і∙Δφ згідно з (4.4). Результати цього роз-
рахунку вміщені в табл. 3.13, а на рис. 3.26 можна побачити результати розра-
хунку ширини вкладишів, розміщених на сферичній основі.  

Була проведена експериментальна перевірка оптимальної і неоптималь-
ної форми вкладишів на моделі сферичного шарніра за схемою, наведеною на 
рис. 3.21 для антифрикційного матеріалу НПИ-МС. Останній був вибраний з 
причини того, що створити на модельній установці потрібний питомий тиск, як 
в натурному вузлі, не було можливим, тому був обраний  матеріал з меншим 
оптимальним питомим тиском. Загальне навантаження на сферичний шарнір, 
радіусом 0,1 м, становило 35 кН при частоті коливання 0,5 Гц. Результати були 
аналогічними дослідженням для оптимальної форми зі зрізаним полюсом (п. 
5.3.1) – коефіцієнт тертя був менший за неоптимальний на 7-18 %, а довговіч-
ність шарніра з оптимальною формою вкладишів була у 4,2 рази більша. 

Таблиця 3.13 
Розрахунки поточної ширини антифрикційного вкладиша 
Кут, на якому 
проводиться роз-
рахунок ширини 
антифрикційного 
вкладиша, φ, град 

Ширина анти-
фрикцій-ного 
вкладиша, lφ, м 

0 0 
10 0,01336 
20 0,025109 
30 0,033829 
40 0,038469 
50 0,038469 
60 0,033829 
70 0,025109 
80 0,01336 
90 

0 

 
Рис. 3.26. Розгортка розрахованої форми вкладишів 
(б) та вигляд вже готових вкладишів на сферичній 
основі в ізометричній проекції (а): 1 – сферична ос-
нова; 2 – антифрикційні вкладиші оптимальної фор-

ми 
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3.5.2. Шарнір зі зрізаним полюсом 
 
Зробимо розрахунок для сферичної опори зі зрізаним полюсом такими 

параметрами: кути розташування антифрикційних вкладишів 085вϕ = ; 
050нϕ = ; прикладене експлуатаційне навантаження 10000 ,N H=  радіус куль-

ової поверхні 0,1 .R м= . Кількість фрагментів антифрикційних вкладишів ви-
бираємо рівним n = 3 і використовуємо матеріал типу НПИ-МС з 
оптP  = 60 МПа. Тоді закон зміни ширини антифрикційного вкладиша буде за 

(4.9) 
 

0,996 cos .lϕ ϕ= ⋅  

Розрахуємо ці значення для деяких кутів: 
0 0 0 0

0 0 0 0

50 ; 0,64; 55 ; 0,57; 60 ; 0,5; 65 ; 0,42;

70 ; 0,34; 75 ; 0,26; 80 ; 0,17; 85 ; 0,09;

l l l l

l l l l
φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

= = = = = = = =

= = = = = = = =
 

Відкладемо значення lϕ  на розгортці і, з'єднавши точки плавними лінія-
ми, отримаємо контури антифрикційного вкладиша (рис. 3.27). Тепер знайдемо 
кут розділу вкладишів на дві половини 1

2
ϕ . За формулою (3.51) він становить 

051,61 . На цьому куті і потрібно розділити фрагменти вкладишів на дві частини 

і змістити їх відносно один одного на кут 0180 603cα = = . Результати побудови 

показані на рис. 3.27. 
 

 
 
 

Рис. 3.27. Форма вкладиша, 
отримана на підставі роз-
рахунку. Пунктиром по-
значена лінія перетину 

 
Рис. 3.28. Вигляд зверху на сферичну основу з антифрикцій-
ними вкладишами, розташованими згідно з розрахунком 

Викладемо тепер ці вкладиші на сферичний основі шарніра зі зрізаним 
полюсом і наклеїмо їх клеєм, щоб запобігти зміщенню в процесі експлуатації  
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(на рис. 3.29 показані результати розрахунку і розташування оптимальної фор-
ми антифрикційних вкладишів в ізометрії). 

Для перевірки отри-
маних результатів були про-
ведені порівняльні ви-
пробування шарніра з вкла-
дишами, розташованими по 
кільцю, та вкладишами, ви-
кроєними згідно розрахун-
ку. Для цього була засто-
сована модель сферичного 
шарніра згідно схеми на рис. 
1.21, де зрізаний полюс є по-
трібним для здійснення на-
вантаження на шарнір. Ви-
пробування проводилися при 
навантаженнях 10000 Н, 
тобто в 10 разів менше за 
прийняте для розрахунку 
ширини вкладишів при тому 
ж радіусі. Отже ширина 
вкладишів була в 10 разів 
меншою за розраховану ви-

ще і складала 66,89 см2. Відношення товщини вкладиша до радіусу шарніра 
складало 2%. 

Питомий тиск в таких 
умовах становив 60 МПа. 
Частота коливання дорівню-
вала 1 Гц. Результати дослід-
ження показали, що 
коефіцієнт тертя для 
антифрикційного матеріалу 
НПИ-МС при оптимальній 
формі вкладишів складав 
0,26, а при неоптимальній – 
0,245, – тобто, на 5,8 % ниж-
че. Цей результат пояс-
нюється тим, що в остан-
ньому випадку внаслідок не-
повного прилягання сферич- 
ної п’яти до вкладишів, 
площа реального контакту 
була значно нижча, що, як 

відомо з попередніх дослідів, викликає зменшення коефіцієнту тертя,  Цей вис-
новок отримав підтвердження при дослідженні поверхонь тертя НПИ–МС після 

 
Рис. 3.30. Ізометричне зображення неоптимального 
(кільцевого) розташування антифрикційних вклади-

шів : 1–  сферична основа шарніра;  
2 –вкладиші 

 
 

Рис. 3.29. Ізометричне зображення сферичної основи з 
викладеними на ній антифрикційними вкладишами 
оптимальної форми: 1–  сферична основа шарніра;  

2 – верхня частина вкладишів;  
3 – нижня частина вкладишів 
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закінчення експериментів: знос кільцевого вкладиша відбувався по його нижній 
частині, а на розроблених вкладишах – рівномірно. Але при випробуваннях 
різних форм вкладишів виявилося, що оптимальна форма вкладиша більш 
довговічна, оскільки витримувала вказаний режим роботи у 2,8 рази довше за 
неоптимальну (кільцеву), вигляд якої подано на рис. 3.30.   

Конструкція сферичного шарніра з оптимальним розташуванням вкла-
дишів була визнана винаходом [235] (а.с. 1781476). 

 
3.5.3.  Шарніри для преса КА2330  
 
Циліндричний у обертальному русі. Загальне результуюче наванта-

ження на циліндричну опору N=1000 кН,  радіус циліндричної частини опори R 
=780 мм, ширина циліндричного шарніру Δ = 320 мм, максимальний кут обхва-
ту поверхні опори одним циліндричним елементом вкладиша  φ1=90°.  

 
Таблиця 3.14  

Розрахунки поточної ширини антифрикційного вкладиша 
Кут, на якому проводиться розрахунок ширини 

антифрикційного вкладиша, φ, град 
Ширина антифрикційного вкладиша, lφ, 

м 
0 0,09824 

10 0,09675 
20 0,09232 
30 0,08508 
40 0,07526 
50 0,06315 
60 0,04912 
70 0,0336 
80 0,01706 

90 0 

-80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

φ

Рис. 3.31. Розгортка розрахованої оптимальної форми вкладишів 
 

 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 143 

Циліндричний у зворотно-поступальному русі. 
 
Зусилля на бічні стінки R =0.78 кН,  радіус повзуна r =400 мм, довжина 

повзуна l = 320 мм, допустимий перекос повзуна δ = 0,25 мм.  
Для  вуглнеситалу УСБ-15  Ропг = 10 МПа. Визначаємо точність, з якою 

необхідно побудувати розгортку, тобто, крок по довжині х (в нашому випадку 
це буде Δх= 10 мм) і розрахуємо значення ширини вкладиша на кожному зна-
ченні хі = і∙Δх. Результати цього розрахунку вміщені в табл. 3.15, а на рис. 3.32 
можна побачити результати розрахунку ширини вкладишів, розміщених на ци-
ліндричній основі.  

 
Таблиця 3.15  

Розрахунки поточної ширини антифрикційного вкладиша для циліндрич-
ного шарніру у зворотно-поступальному русі 

Відстань, на якій 
проводиться розра-
хунок ширини ан-
тифрикційного 
вкладиша, хφ, м 

Ширина анти-
фрикційного 
вкладиша, lφ, м 

Відстань, на якій 
проводиться роз-
рахунок ширини 
антифрикційного 
вкладиша, хφ, м 

Ширина анти-
фрикційного 
вкладиша, lφ, м 

0 0,0325 0,08 0,0163 
0,01 0,0322 0,09 0,0131 
0,02 0,0313 0,1 0,01 
0,03 0,0298 0,11 0,0072 
0,04 0,0277 0,12 0,0048 
0,05 0,0253 0,13 0,0027 
0,06 0,0225 0,14 0,0012 
0,07 0,0194 0,15 0,0003 

  0,16 0 

0
0,0

2
0,0

4
0,0

6
0,0

8 0,1 0,1
2

0,1
4

0,1
6

0,1
8 0,2 0,2

2
0,2

4
0,2

6
0,2

8 0,3 0,3
2

x

Lx

 
 
Рис. 3.32. Розгортка розрахованої оптимальної форми вкладишів циліндричного шарніру  

для зворотно-поступального руху 
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Треба мати на увазі, що таких вкладишів має бути чотири і їх треба роз-
ташувати симетрично одне одного. 

На рис. 3.33. показано загальний вигляд вузла, який модифіковано ан-
тифрикційними матеріалами, а на рис. 3.34 –  каретка кліщової подачі з заміне-
ними підшипниками кочення на підшипники ковзання з антифрикційним мате-
ріалом типу ТГН-2М. 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 3.33. Шатун і повзун: преса КА2330, з вкладишами з антифрикційних матеріалів опти-

мальної форми (заштрихована частина малюнку): 
а – ексцентрикова втулка (показана її четверта частина); б – шарнірна опора; в – повзун. 

а 

б 

в 
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Рис. 3.34. Каретка кліщової подачі: 
11 – каретка, переміщується по направляючим стійкам 8 на опорах 9,  

які виконано із застосуванням антифрикційного матеріалу 
 

 
3.6. Методика оптимального розрахунку форми трубопроводу для 

кулькового передавального механізму  
 
На підставі досліджень, проведених у другому розділі, можна визначити 

оптимальну методику розрахунку кулькового передавального механізму: 
1. Визначається довжина, на яку потрібно передати зусилля і його до-

пустимі втрати, тобто  L і Ккд. 
2. Вибираються матеріали, з яких зроблено трубопровід і кульки, і для 

них вибирається мастило, яке забезпечує f→min, шляхом проведення експери-
ментів по зворотно-поступальному ковзанню. 

3. Співвідношення діаметрів кульки та трубопроводу вибирається як-
найближчим до 1. 

4. При прокладенні маршруту кулькового передавального механізму, 
перевага надається криволінійним ділянкам, оскільки втрати на них мінімальні. 

5. Якщо трубопровід закінчується згином, зусилля з нього треба пере-
давати назовні без переходу на пряму ділянку. 

6. Якщо треба змінити напрямок трубопроводу, краще використовува-
ти S-подібні згини, а не перехід на прямолінійну ділянку. 

7. Якщо отриманий результат перевищує заданий, проектування слід 
повторити, починаючи з п. 3. 

Якщо форму трубопроводу і його діаметр, а також діаметри кульок змі-
нити неможливо, то порядок розрахунку буде наступним : 
1. На трубопроводі виділяються типові ділянки і визначається кіль-

кість кульок на них.  
2. Для кожної ділянки розраховується свій коефіцієнт втрат.  
3. Потім всі коефіцієнти перемножуються і множаться на вхідне зу-

силля. У результаті буде розраховане зусилля на виході трубопроводу. 
В разі, коли є можливість вибрати матеріали з різним коефіцієнтом тер-

тя, після визначеного значення Ккд, розраховуються комплекси втрат у загаль-
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ному вигляді, звідкіля шляхом чисельних експериментів визначаються, при 
яких f ми отримуємо задане значення Ккд. Потім підбираємо такі матеріали і ма-
стило, щоб вони забезпечили розраховане значення f. 

Тоді оптимальна задача може бути вирішена засобами нелінійного про-
грамування. Поставимо задачу у вигляді 

 

3 4 5 2 3 4 5. . . min
0 ,
0 2 ,

0 , ,2
0 .

0 2

експ

п

К К Д K K K K K K K
f f
r d

l L
LR

π
γ ξ

− →
≤ ≤
≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

   (3.32) 

де К1 – К5 – коефіцієнти втрат на тертя на відповідних ділянках трубопроводу; f 
– коефіцієнт тертя кульки по стінці трубопроводу; ККД – задане значення кое-
фіцієнта корисної дії, L – загальна відстань, на яку треба передати зусилля, 
експf – експериментально знайдені значення коефіцієнта тертя кульки по трубо-

проводу, ,γ ξ  –  кути повороту трубопроводу.  
Вирішуючи систему (3.32) відносно змінних параметрів з урахуванням 

обмежень, отримаємо всі потрібні нам елементи трубопроводу та діаметр куль-
ок.  

Проведемо розрахунок заміни пневматичних магістралей управління 
кривошипного гарячештампувального преса КГШП, які виконані металевими 
трубами діаметром діаметром 28 мм (0,028 м). У клапанному блоці запобіжний 
клапан настроюється на тиск 80 – 150 кгс/см2 (8 – 15 МПа2). Це означає, що 
найбільше зусилля, яке передається по ньому, становить для більшої труби 
3,3 – 6,6 кН. 

Визначимо потрібне значення коефіцієнту тертя кульок по стінках тру-
бопроводу, якщо центральний трубопровід гідромагістралі діаметром 0,028 м 
буде замінено на кульковий передавальний механізм з кульками діаметром 
0,027 м, які вкриті шаром пластичного мастила. Для цього скористаємося по-
становкою оптимальної задачі (4.75), де змінними параметрами є не тільки кое-
фіцієнт тертя, але і геометричні параметри, такі як радіуси і кути скруглень, до-
вжини лінійних ділянок тощо. 

Скористаємося методикою з п. 2.2, яка дозволяє визначити коефіцієнт 
втрат на тертя на всіх ділянках трубопроводу і на переходах з однієї ділянки на 
іншу, включно. 

Для визначення оптимального значення коефіцієнта тертя, задамо зна-
чення коефіцієнта корисної дії (ККД) –  0,75. 

Розрахунок проведено із застосуванням розробленого в п.3.1.3. алгорит-
му пошуку глобального екстремуму методом половинного ділення, модифіко-
ваним τЛП  – розподілом Соболя, блок схема алгоритму подана на рис. 3.3.  Ре-
зультати розрахунку наведені в табл. 3.16. 
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Таблиця  3.16  
Результати розрахунку втрат на тертя  в кульковому передавальному механізмі 

Ділянка 
Н
ом
ер

 

Назва 
довжина 
або раді-
ус, м 

Кількість 
кульок на 
ділянці 

Кут закруг-
лень, град 

Значення  
коефіцієнта 
втрат, Кі 

1 Вхід з прямолінійної ді-
лянки на криволінійну -- 1 - 0,9874855 

2 Криволінійна ділянка 0,5 10 48 0,9683966 
3 Перехід з криволінійної 

ділянки на прямолінійну -- 1 - 0,9951385 

4 Прямолінійна ділянка 1,215 20 - 0,8861502 
5 Вхід з прямолінійної ді-

лянки на криволінійну -- 1 - 0,9845476 

6 Криволінійна ділянка 0,38 10 12 0,9485005 
7 Перехід з криволінійної 

ділянки на прямолінійну -- 1 - 0,9936712 

8 Прямолінійна ділянка 0,42 7 - 0,9585782 
Для коефіцієнта тертя 0,02053 

ККД всього трубопроводу 0,75010050 
 
Таке значення коефіцієнта тертя характерне для тканих карбопластів 

при питомих навантаженнях в діапазонах 0,005–0,01 та 10–100 МПа.  Отже, в 
разі застосування кульок, покритих такими матеріалами, можна замінити тру-
бопровід пневмоприводу, який вимагає значної герметичності, на кулькопровід, 
для якого герметичність не потрібна, і отже, підвищити надійність гідравлічних 
або пневматичних елементів конструкції ковальсько-штампувального облад-
нання. 
 

3.7. Оптимальний вибір антифрикційного матеріалу 
 

3.7.1. За критерієм мінімуму втрат на тертя  
 
Застосування антифрикційних матеріалів в вузлах тертя промислового 

устаткування часто гальмується складністю їх найкращого підбору для конк-
ретних режимів роботи. Самі режими роботи в наш час детально досліджені 
для більшості машин і агрегатів [71-72] з визначенням статистичних характе-
ристик розподілу навантажень, швидкостей і т. ін. для циклових змін. 

Діапазон зміни коефіцієнта тертя для антифрикційних матеріалів, в за-
лежності від експлуатаційних навантажень: швидкості відносного ковзання: 
шерехатості поверхні металевого контрзразка і т. ін., досить широкий – від 0,1 
до 0,001 і менше – і має екстремальний характер. При досягненні оптимальних 
режимів роботи, стає можливим  застосування цих матеріалів в якості підши-
пників ковзання замість підшипників кочення, що забезпечує підвищення на-
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дійності такого вузла тертя за рахунок більшої стійкості до ударних наванта-
жень. Вартість експлуатації такого вузла менше, оскільки за рахунок режиму 
самозмащування, він не потребує ані системи змазки, ані закладки консистен-
тного мастила. Не потрібна також герметизація зони тертя, оскільки продути 
зносу залишаються в зоні тертя, забезпечуючи потрібний коефіцієнт тертя. І, 
оскільки при зносі антифрикційного матеріалу треба заміняти не всю констру-
кцію підшипника, як у випадку з  підшипником кочення, а тільки антифрик-
ційний вкладиш, товщина якого становить 1 – 10 мм, то вартість підшипника 
ковзання значно менша. 

Сформулюємо оптимальну задачу, виходячи з очевидних міркувань та-
кого підбору значень фізико-механічних властивостей антифрикційних мате-
ріалів, щоб було досягнуто мінімум значень коефіцієнта тертя  при умові до-
тримання режимів роботи в межах, де ці матеріали зберігають свою працезда-
тність. 

Нехай для деякої групи антифрикційних матеріалів існує залежність 
коефіцієнта тертя від режимів роботи та фізико-механічних параметрів цих 
матеріалів у вигляді 

 

fтр = Ψ( WRi,  PMPj),    (3.33) 
 

де WRi – набір режимів роботи вузла тертя (1 ≤ i ≤ Nwr – кількість режимів ро-
боти, що враховуються у формулі (1), PMPj  – набір фізико-механічних пара-
метрів (1 ≤ j ≤ Npmp–  кількість фізико-механічних властивостей , що врахову-
ються у формулі (4.121). Ці параметри функції Ψ мають обмеження по діапа-
зону існування у вигляді 
 

WRi ⊂  [WRimin ;Wrimax],  PMPj ⊂  [ PMPjmin ; PMPjmax],      (3.34) 
 

де індекси “min” та  “max” означають відповідно найменше та найбільше зна-
чення параметру. 

Для кожного з режимів роботи можна знайти середнє M[WRi] та серед-
нє квадратичне відхилення σ[WRi] та емпіричні криві функції розподілу f(WRi) 
за методикою, викладеною в [72]. 

 

Тоді порядок розрахунків буде наступний: 
1. Визначити фізико–механічні параметри для металевого елементу па-

ри тертя. PMPj. 
2. Визначити статистичні характеристики режимів роботи та закон їх 

розподілу f(WRi). 
3. Для початкової точки оптимального розрахунку антифрикційної па-

ри вибрати значення фізико-механічних параметрів для фторопласту-4. Цей ма-
теріал обрано як найбільш досліджений серед антифрикційних. 

4. Встановити значення WRi в (3.34) на рівні M[WRi]. 
5. Застосувати алгоритм пошуку екстремуму  шляхом генерації чисел 

Соболя, як таких, що найбільш рівномірно заповнюють гіперкуб з ребрами [0; 1], 
в К-вимірному паралелепіпеді з наступним застосуванням методу половинного 
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ділення [198, 223–224, 286], де К – кількість фізико-механічних властивостей ан-
тифрикційних матеріалів, які враховуються в (3.33).  

6. Критерієм зупинки генерації чисел Соболя є rmin – коефіцієнт коре-
ляції між числами Соболя, – оскільки цей параметр поступово зменшується зі 
збільшенням кількості чисел. 

7. Після знайдення оптимуму fтр,опт для середніх значень режимів робо-
ти, отримане рішення потрібно перевірити при відхиленні WRi від його M[WRi] 
за допомогою f(WRi). Для цього треба згенерувати числа Соболя в діапазоні [0; 1] 
для тих режимів роботи, які мають імовірний розподіл, з зазначеним в п.6 крите-
рієм зупинки генерації. 

8. Приймаючи ці значення як значення функції розподілу режимів ро-
боти f(WRi), знайти величину аргументів (квантилів), які їм відповідають. Якщо 
вид функції відомий, то застосовується методика, викладена в [72]. В разі тільки 
графічного визначення цієї залежності, використовується порядок цього визна-
чення показаний на рис. 3.35. Для розподілів, які мають симетричну форму, ви-
значати обидва значення квантиля. 

9. Для всіх визначених за п.6 сполучень значень WRi розраховується 
величина  fтр за (4.121). Рішення вважається прийнятим, якщо  

тр тр,опт

тр,опт

(     ) 
100% 10 15%

f f
f

−
≤ −      (3.35) 

10. Якщо нерівність (3.35) не виконується,  то замість значень M[WRi] в 
(3.34) підставляються ті значення WRi, для яких формула (3.33) приймала найбі-
льше значення і розрахунок повторюється з п. 3. 

 

f(WRi)     f(WRi) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

WRi      WRi 
                               А       Б 
 

Рис 3.35. Схема визначення квантиля функції щільності розподілу. 
А – для несиметричних кривих;  Б – для симетричних 

 
Оптимальна задача по критерію мінімуму інтенсивності лінійного зно-

су може бути сформульована наступним чином:  
1. Для різних антифрикційних матеріалів проводимо експерименти на ма-

шині тертя за схемою, що відповідає схемі тертя в натурному вузлі. 
2. В процесі випробувань фіксуємо такі режими  роботи: Ра – номінальний 

тиск, МПа; T –  температура випробувань, К; V –  швидкість відносного ковзан-
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ня, м/с; L  – шлях, пройдений зразком антифрикційного матеріалу по відповід-
ному металевому зразку, км. Триботехнічним параметром, значення якого нас 
цікавить у цих випробуваннях, є Wh – лінійний знос зразка вздовж напрямку дії 
нормальної сили взаємного притискання зразків. 

3. Для кожного досліду визначимо інтенсивність лінійного зносу 
h

h
WI L=       (3.36) 

4. Для всього діапазону змін температури для вузла тертя знайдемо значен-
ня фізико-механічних параметрів, що найкраще характеризують триботехнічні 
властивості антифрикційних матеріалів [3]: НВ – твердість за Брінеллем, МПа: 
Θ – крайовий кут змочування рідиною поверхні матеріалу, рад. 

5. Сформуємо таблицю з результатами випробувань: знайденим по пп. 2-4 і 
знайти залежність інтенсивності лінійного зносу від всіх цих параметрів у ви-
гляді [2, 86, 275] 

2
0,ln ( ln )

M M

i i ii i i i i ij i
i j

y y b b x b x a x b x x= + + +∑ ∑ ,   (3.37)       

                               i ≠ j  
 

і знайдемо коефіцієнти bi залежності для найбільш значимих факторів, вважаю-
чи, що Ih – це залежний фактор y, а інші фактори є незалежними факторами xі. 

6. Визначимо наступні числові характеристики режимів роботи як випадко-
вих процесів для проектованого вузла тертя: mx –  середнє; σx –  середнє квадра-
тичне відхилення. І вирішимо наступну оптимальну задачу для знайденої зале-
жності інтенсивності лінійного зносу 
 

Ih = Ψ( Ра,  V, L, T, HB,  Θ)→min   (3.38) 

при обмеженнях   3i xi vix m σ− ≤  
Оптимальні значення HBопт і Θопт дають можливість вибрати такий ан-

тифрикційний матеріал, для якого ці параметри є найближчими. 
7. Для середніх значень режимів роботи, фізико-механічних параметрів ви-

браного антифрикційного матеріалу та для заданого значення лінійного зносу 
матеріалу у вузлі тертя Whзад знайдемо корні рівняння виду  
 

a(P , V, L, T, HB, ) = 0hзадW
L θ− Ψ        (3.39) 

відносно шляху тертя Lср. Отримане рішення визначить середній шлях, який 
пройде проектований вузол тертя. Тоді термін роботи такого вузла буде знай-

дено як        cp

cp

L
t V=                      (3.40) 

В цьому алгоритмі всі розрахунки провадяться відносно середніх зна-
чень параметрів тому, що знос є наслідком кумулятивної, накопичувальної дії 
режимів роботи вузла тертя. Отже, на загальний знос, в першу чергу, вплива-
ють саме середні значення режимів роботи. 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 151 

Скористаємося розробленими алгоритмами для оптимального вибору 
антифрикційних матеріалів для вузлів тертя машин та агрегатів обробки тис-
ком. Для цього знайдемо залежність виду (3.33)  

Наприклад, для вуглетканини УТН-2М температурна  залежність твер-
дості за Брінеллем має вигляд   НВ = 2172,3e-0,013Т,  а для антифрикційної ткани-
ни типу “Даклен”    НВ = 479,37e-0,0105Т.  і т.д 

Так само для прикладу, наведемо температурну залежність крайового 
кута змочування для антифрикційної тканини типу “Даклен” Θ = 11,529e-0,0066Т, 
а для вуглеситалу УСБ-15 – Θ = 6,4596e-0,0058Т 

Результати цих досліджень були зведені в таблицю, за якою знайдена, 
за допомогою функції “Аналіз даних–Регресія” електронних таблиць EXCEL, 
апроксимуюча залежність інтенсивності зносу від вихідних параметрів виду 
(4.119) серед яких найбільшу адекватність мала модель  

8

0,029 0, 00074
2,095 0,03035 100,0001787

[0,0509 0,01684 ]
[0, 01302 0,0272] 0,3373

a

h

a

a

LnP
T

I EXP V

LnP V L
HB LnP

θ

θ

−

 
 
  + −
  + +  
 = − − 

  
 
+ + + 

 
 − − + 

         (3.41) 

Для неї табличне значення  критерію Фішера становить F = 15,23827, а 
розраховане – всього 5,06 10-09. Що доводить високу її адекватність.  

Отримана залежність інтенсивності зносу, оптимальні значення  HBопт і 
Θопт та задане значення лінійного зносу за період експлуатації –  Whmax = 
400 мкм – дозволили сформулювати рівняння виду  
 

8
max max

0,0509
[( 10 ) / ] 2,095

0,01684

0,029 0,00074
0,01302

0,0001787 0,3373 0
0,0272

0,03035

h cp
a

a

a

Ln I L L
LnP V

LnP
V T HB LnP

θ

θ

 +
 − − − + 

 
 + −   −   − − − − + =   −  
 −  

  (3.42) 

 
рішення якого було знайдене з застосуванням функції “Пошук рішення” в елек-
тронних таблицях EXCEL. Воно дало наступні результати: Lcp = 30,52959, при 
якому рівняння має значення –0,00017, тобто, майже нуль. Для перевірки по-
треби в застосуванні оптимізаційних рішень при виборі антифрикційного мате-
ріалу, для середніх значень режимів роботи, була побудована залежність інтен-
сивності лінійного зносу від  HB і Θ. На рис. 3.36 наведені результати цього чи-
слового експерименту.  
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Рис. 3.36 Графіки залежності інтенсивності лінійного зносу від твердості (А)  
та крайового кута змочування (Б). 

 
З нього видно, що ця залежність є не тільки нелінійною, але і сам вид 

цієї залежності для НВ – зворотній, а для  Θ – прямий. Отже: підбір параметрів 
конкретного антифрикційного матеріалу можливий тільки з застосуванням ви-
рішення типу (3.345). Сама ж залежність є очевидною – чим більша твердість, 
тим менший знос. І, чим більша адгезійна складова сили тертя, яка характери-
зується параметром Θ [193], тим більший і знос. Тоді, для середньої швидкості 
ковзання Vср = 1,5 м/с, термін роботи вузда тертя з вуглеситалом УСБ-15 стано-
витиме tср = 20353,06 робочих годин або 2,323408 років безперервної роботи. 

Зробимо подібні розрахунки для інших вузлів тертя машин обробки ти-
ском.  Всі необхідні дані були отримані з довідників [154, 215, 291]. 

 

Підшипник ковзання для вала підйомного стола стана 550 
Для нього вже визначено закон розподілу навантаження як нормальний з 

середнім значенням 4.35 МПа [211] . 
Інші робочі параметри є незмінними і становлять : швидкість відносно-

го ковзання – 1,1 м/м, температура нормальна. Фізико-механічними парамет-
рами металевого елемента пари тертя було прийнято параметри сталі 45. 

В якості залежності виду (3.33) було взято наступні дві – (2.60)-(2.61), 
кожна з яких визначає залежність коефіцієнту тертя для метал-полімерних пар 
тертя для твердості за Брінеллем не вище 160 МПа.  

Для припинення генерації чисел Соболя, було застосовано граничне 
значення коефіцієнта кореляції  rmin= 0,05.  

Після проведення розрахунків за системою рівнянь (2.60) – (2.61), знай-
деною за методикою розпізнавання образів, оптимальне значення fтр,опт = 0,042 
при θМ =1,25 рад і НВМ = 500 МПА для наступного значення критеріальних рів-
нянь С1 = 220, С2  = 226, С3  = 221, С4  = 225. Визначення зміни коефіцієнту тер-
тя для різних режимів навантаження по п.9 алгоритму показав, що нерівність 
(3.34) виконується. Після проведення розрахунків за наступною системою рів-
нянь, оптимальне значення для  fтр,опт = 0,032 при θМ =1,69 рад і НВМ =298 МПа 

,рад θ 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 153 

Найближчим за цими показниками по твердості є дерев’яна прескомпозиція ти-
пу П-5-12  (розробка ИМПС, м. Гомель) [246], а по крайовому куту змочування 
– фторопласт-4. [206]. Розрахунки показують, що прескомпозиція, просочена 
фторопластом, є найкращім варіантом для цього вузла тертя.  

Отже, оптимальний розрахунок по критерію мінімуму втрат на тертя 
показав, що найкращий матеріал, який можна застосувати в підшипниках ков-
зання замість баббітових підшипників, це – прескомпозиція, просочена фтороп-
ластом, – оскільки коефіцієнт тертя, що відповідає цьому рішенню, менший за 
його значення в попередньому випадку.   

Визначимо економію від запровадження підшипника ковзання з цього 
матеріалу, один кілограм якого коштує не дорожче за 300 грн. Для трьох під-
шипників його потрібно 0,01х0,3х0,2х3,14х1,1х103 = 2,724 кг, тоді вартість ста-
новить 817,20 грн. Вартість бабітового підшипника складає 1500 грн. Отже, 
економія тільки за рахунок зміни конструкції становить  45,52%. Економію, що 
виникає за рахунок експлуатації підшипника ковзання оцінити складно, оскіль-
ки це вимагає довготривалих натурних випробувань, але вона буде не менше 
30% від економії в ціні. Існує іще один вид економії, який виникає з можливості 
виготовлення не тільки підшипників, але і самого матеріалу в умовах ремонт-
них цехів металургійних заводів. 

Покажемо, як працює критерій мінімуму зносу на тому ж  прикладі. Для 
цього було вибрано дані про інтенсивність лінійного зносу в залежності від ре-
жимів роботи для схеми тертя типу “вал-втулка” з  [276]. Із роботи [193] для 
тих же матеріалів вибрані значення твердості за Брінеллем та крайового кута 
змочування. Далі, була сформована таблиця вихідних даних, в яку значення фі-
зико-механічних параметрів для різних температур випробування матеріалів на 
знос знаходилися шляхом нелінійної екстраполяції, яка здійснена за допомогою 
побудови лінії тренду в електронних таблицях EXCEL. 

Оптимальний пошук за критерієм (3.35) потрібних нам параметрів ан-
тифрикційного матеріалу дав наступні значення фізико-механічних властивос-
тей антифрикційного матеріалу HBопт = 339 МПА, Θопт = 1,25, рад, для яких оп-
тимальна інтенсивність лінійного зносу буде Ih =  0,527705 10-8. 

 
Підготуємо дані для розрахунку оптимальних антифрикційних матеріалів. 
 
Сферичний шарнір преса КА2330 
Він передає зусилля шатуна на повзун. Робоче зусилля преса 

N=1000 кН, радіус шарніра R=320 мм. робоча температура – нормальна Т = 
293 К. Кут зони тертя  φ1=90°, робочий хід  h= 130 мм.  приводний вал з криво-
шипом здійснює обертання зі швидкістю n=100 об/хв. 

Знайдемо величину кута нахилу шатуна відносно шарніру:  

φ= arctg(0,13/1,503)=0,086 рад 
v=2· 0,086·0,13·100/60 = 0,0373 м/с 

Визначимо питомий тиск в зоні тертя  
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Циліндричний шарнір у обертальному русі для преса КА2330  
Він передає зусилля з кривошипа на шатун. Робоче зусилля преса 

N=1000 кН, радіус шарніра R =780 мм, ширина шарніра Δ = 320 мм, робоча тем-
пература – нормальна Т = 293 К. Кут зони тертя  φ1=90°, робочий хід h= 130 мм.  
приводний вал з кривошипом здійснює обертання зі швидкістю n=100 об/хв. 

Визначимо швидкість відносного ковзання в зоні тертя за формулою 
(2.1)    v=2·π·0,78·100/60 = 8,17 м/с 

 
Визначимо питомий тиск в зоні тертя за формулою (2.6) 

3 1000 4,66МПа2 0,32 0,32P
π

⋅
= =

⋅
 

 
Циліндричний шарнір у зворотно-поступальному русі для преса КА2330 

Це повзун, на якому закріплено штамп.  Робоче зусилля преса 
N=1000 кН, радіус повзуна r =400 мм, довжина повзуна l = 320 мм, допустимий 
перекос повзуна δ = 0,25 мм, робоча температура – трохи виoе нормальної за 
рахунок нормальна Т = 303 К, робочий хід  h= 130 мм.  приводний вал з криво-
шипопом здійснює обертання зі швидкістю n=100 об/хв. 

Визначимо швидкість відносного ковзання в зоні тертя за формула-
ми(4.45)-(4.46)         v= 2·0,13·100/60 = 0,43 м/с 

Визначимо питомий тиск в зоні тертя за формулою (2.6), але спочатку, 
за форммулами (4.45)-(4.46) визначимо ту частку зусилля, яке приходиться на 
повзун у напрямку, перпендикулярному напрямну його руху   

 
R= N tg(arcSin(0,00025/0,32))=0,78 кН 

3 0,78 0,02322 0,4 0,32 / 2P МПа
π

⋅
= =

⋅ ⋅
 

 
Довговимірна направляюча у зворотно-поступальному русі для кліщової 

подачі КП-8. 
На ній розташована рухома каретка з кліщами, які подають металеву 

стрічку в зону штампування. Ширина металевої стрічки 200 мм, товщина 2 мм, 
крок подачі 200 мм, швидкість подачі 36 м/хв, Маса металевих частин каретки 
подачі – 180 Н, рух гальмівних обценьок каретки здійснюється на чотирьох 
кулькових підшипниках, а пропонується їх заміна на підшипники ковзання, з 
зоною контакту 10х40 мм. 
Швидкість відносного ковзання знайдемо зі швидкості подачі, перевівши її зна-
чення в систему СІ 
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v= 36/60 = 0,6 м/с 
Навантаження на цей вузол тертя складається з ваги каретки та ваги ме-

талу, який розташовано на ній, збільшеної у чотири рази, щоб врахувати масу 
металу, який звисає по краям каретки 

 
N=180+0.2·0.2·0.002·78000=186.24 Н 

 
Тоді питомий тиск в зоні тертя  
 

186, 24 0,116
4 0,01 0,04

P МПа= =
⋅ ⋅  

Визначивши режими роботи вищевказаних вузлів тертя, знайдемо для 
них найбільш можливу температуру фрикційного нагріву за формулами (1.10), 
взявши теплотехнічні параметри для фторопласту, як для матеріалу з найбіль-
шою теплоємністю.  

Далі, як для циліндричного підшипника ковзання підйомного стола ста-
на 500, проведемо розрахунки оптимальних значень крайового кута змочування 
(Θ) та твердості за Брінеллем (НВ)за критерієм мінімуму втрат на тертя за фор-
мулами та максимуму зносостійкості за формулою. За цими даними були обра-
ні антифрикційні матеріали з такими ж значеннями Θ  та НВ як в розрахунку.  

Результати розрахунків наведено в табл. 3.17. 
 
3.7.2. Оптимальний вибір за економічним критерієм 
 
Введемо наступні позначення, припускаючи, що антифрикційний вкла-

диш підшипника ковзання має форму тонкостінного циліндра: 
R – радіус вкладиша, м; 
Δ – товщина вкладиша, м; 
h – висота вкладиша, м; 
Ke – міра використання антифрикційного матеріалу, %; 
Te  – термін експлуатації агрегату, в якому встановлено вузол тертя, год.; 
Cam – вартість 1 кг антифрикційного матеріалу, включаючи і вартість доставки, 

ум. гр. од.; 
Cd – вартість оснастки для закріплення антифрикційного вкладиша, ум. гр. од.; 
Cm – вартість монтажу антифрикційного матеріалу ум. гр. од.; 
Co – вартість демонтажу антифрикційного матеріалу, ум. гр. од.; 
ρam – щільність антифрикційного матеріалу.  
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Очевидно, що тільки перші три параметри залежать від конструкційних 
особливостей вузла тертя і для розрахунку може вважатися константами, як і 
режими роботи (питомий тиск – ра, робоча температура – Тср, швидкість відно-
сного ковзання – Vср). Для інших параметрів потрібно знайти залежності виду  

 
Пар = Ψ(НВ, θ).     (3.43) 

Необхідність у таких залежностях пояснюється тим, що кожен антифрикційний 
самозмащувальний матеріал має власну щільність, коефіцієнт використання та 
вартість окремих стадій його використання. 

Далі використаємо оптимальну задачу вибору антифрикційного матеріа-
лу за критерієм мінімуму інтенсивності лінійного зносу за (3.36) – (3.40) і зна-
ходимо оптимальне рішення відносно інтенсивності лінійного зносу. Оптима-
льні значення HBопт і Θопт дають можливість вибрати такий антифрикційний 
матеріал, для якого ці параметри є найближчими. 

Розглянемо тепер проблему вибору антифрикційного матеріалу за кри-
терієм мінімуму експлуатаційних витрат. 

Вартість оснастки для закріплення антифрикційного вкладишу прийме-
мо постійною для одного вузла тертя, але витрати на монтаж-демонтаж та при-
дбання матеріалу потрібно нести під час кожної заміни вкладишу. 

Витрати на придбання матеріалу Спр можна описати  

2np e am amC K C R hπ ρ= ∆ ,     (3.44) 
де враховано, що товщина антифрикційного вкладиша значно менша за радіус 
підшипника. 

Тоді критерій мінімізації витрат на експлуатацію антифрикційного вкла-
диша, у рахуванням (1) 

 
0

( , ) ( , )
( , ) min

2 ( , ) ( , ) ( , )

eN
mi di

O
ei ami amii

C HB C HB
C HB

K HB C HB R HB h
θ θ

θ
θ θ π ρ θ=

 + +
 + →
 + ∆ 

∑ ,   (3.45) 

де Ne – кількість замін антифрикційного вкладиша протягом терміну експлуата-
ції агрегату. 

Цей параметр можна знайти як результат цілочислового округлення до 

найбільшого цілого                        
1

H e
e

TN Round t
 =   

,          (3.46) 

де t1 – час роботи антифрикційного вкладиша до моменту досягнення 
максимально допустимого зносу Whзад. Його можна знайти за рівнянням 

 

1
hзад

h cp

Wt I V= ,            (3.47) 

де Ih знаходиться за (3.40). 
Розглядаючи рівняння (4) та (6), можна прийти до висновку, що тут по-

ставлена багатокритеріальна задача. Її вирішення пропонується у вигляді ліній-
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ної згортки часткових критеріїв  як їх сума з деякими ваговими коефіцієнтами 

µr виду    ( ) ( )
1

,
R

r
ђ

r
L x L xµ

=
= ∑          (3.48) 

Коефіцієнти ваги звичайно знаходять шляхом опитування експертів з 
відповідної наочної області. Оскільки вектор µ = (µr) – суть вектор-градієнт 
Lµ(x), то передбачається, що він указує напрям до екстремуму невідомої функції 
корисності. Найкращою лінійна згортка часткових критеріїв може виявитися у 
тому випадку, коли критерії однорідні і мають єдиний еквівалент, що погоджує 
їх найбільш природним чином. Позитивна сторона такого підходу – несклад-
ність, не завжди компенсує його серйозний недолік – втрату фізичного значен-
ня лінійної згортки різнорідних критеріїв. Це утрудняє інтерпретацію результа-
тів, тому одержане таким шляхом рішення, слід розглядати тільки як можливий 
(альтернативний) варіант рішення задач математичного програмування.  

Пропонується при отриманні згортки критеріїв заздалегідь нормувати їх 
наступним способом: 

1. Знаходиться часткове рішення за кожним з критеріїв окремо.  
2. Оптимальне значення кожного критерію ( )r

ОПТL x  використовується 

для подальшого нормування критеріїв  
( ) ( )

( )

r r
ОПТ

r
ОПТ

L x L x
L x

−
.      (3.49)  

Таке нормування зводить різнорідні критерії в один масштаб. 
3. Нормовані значення критеріїв зводяться в один функціонал, для    
якого і знаходиться його мінімальне значення. 

Цей принцип можна застосовувати до будь-якого виду цільових функцій 
та обмежень: як лінійних так і нелінійних. 

Принципи зведення не нормованих критеріїв в один функціонал зале-
жать від того, куди прагне кожен критерій: 

1. Якщо всі критерії прагнуть максимуму, достатньо утворити їх суму з ва-
говими коефіцієнтами. 

2. Якщо є критерії, що прагнуть мінімуму, потрібно їх перетворити на такі, 

що прагнуть максимуму ( )
( )
1

1
r
MAX r

MIN
L x

L x
=

+
. Далі утворюється сума крите-

ріїв з ваговими коефіцієнтами, яка буде цільовою функцією, що прагне макси-
муму. Одиниця у знаменнику додана для випадку, коли ( )r

MINL x  у своєму русі 
до оптимуму буде проходити через нуль, що викличе зупинку процесу пошуку 
екстремуму. 

( )
( )

( )

1

1

,
1

R
r

ђ MAX
r

R
r

ђ MIN
r

L x
L x

L x

µ

µ

=

=

=

+

∑

∑
     (3.50) 

3. Як варіант, можливе утворення функціоналу виду 
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де в чисельнику стоять критерії, що прагнуть максимуму, а у знаменнику, 
такі, що прагнуть мінімуму. 

Для перевірки поставленої вище задачі було використано результати екс-
периментальних досліджень, описані вище, в яких проводилися випробування на 
тертя та знос за схемою торцевого тертя для таких матеріалів, поєднаних в пода-
льшому в пари тертя: нержавіюча сталь 12x18, алюмінієвий сплав Амг-6, графо-
текстоліт, фторопласт, металофторопласт, покриття лаком ФБФ, тканий матеріал 
„даклен”, вуглетканини ТГН-2М і УТМ-8, матеріал НПИ-МС, та антифрикційней 
покриття типу ВНИИНП-512. Визначалися інтенсивність зносу, коефіцієнт тер-
тя, крайовий кут змочування водою та твердість за Брінеллем. 

Оптимальний пошук за змінними факторами НВ та θ проводився на під-
ставі комплексного критерію оптимізації, утвореного за принципом (3.50) з ча-
сткових критеріїв (3.45) та (3.47). В якості максимального значення часткових 
критеріїв були взяті їх значення при знайденні максимуму за кожним із них. Пі-
сля перетворень було отримано наступну залежність 

0,029 0,00074
0,0509 0,01302

2,095 0,0001787
0,02720,01684 0,03035

( , ) ( , )
0,3373 ( , )

2 ( , ) ( , ) ( , )
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mi di
a O

ei ami ami
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L V T HB

LnP V

C HB C HB
LnP C HB

K HB C HB R HB h

θ

θ
θ θ

θ
θ θ π ρ θ

 
 + −  +  −    − − − − − +    −+     
 −  

+ +
+ + +

+ ∆0
min

eN

i=

 
 →
  

∑

 

 

Оптимальний пошук за цим критерієм потрібних нам параметрів ан-
тифрикційного матеріалу було знайдене з застосуванням функції «Пошук 
рішення» в електронних таблицях EXCEL дало наступні значення фізико-
механічних властивостей антифрикційного матеріалу HBопт = 339 МПА, 
Θопт = 1,25, рад, для яких оптимальна інтенсивність лінійного зносу буде Ih =  
0,527705 10-8. 

Цим фізико-механічним властивостям відповідає прескомпозиція П-5-12.   
Якщо ж знайти оптимальне рішення тільки за критерієм мінімуму інтенсивності 
зносу, то потрібно було б вибрати антифрикційний матеріал НПИ-МС. Але при 
такому виборі, вартість експлуатації такого підшипника ковзання зросла б на 19%.  

 
3.8. Загальна концепція по запровадженню антифрикційних поліме-

рних матеріалів у вузлах тертя ковальсько-штампуваль-ного 
обладнання 

 
Застосування антифрикційних полімерних матеріалів у вузлах тертя ко-

вальсько-штампувального обладнання дозволяє  
A. Підбір антифрикційних матеріалів для вузла тертя ковальсько-

штампувального обладнання треба починати з визначення коефіцієнта взаємно-
го перекриття елементів пари тертя, швидкості відносного ковзання, питомого 
тиску, типу руху вузла – коливальний чи поступальний – , типу конструкції ву-
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зла – „вал-втулка”. „сферична опора”, „повзун – довговимірна направляюча” – 
та міжремонтного терміну роботи. 

B. На установках по випробуванню матеріалів пар тертя, для відповідної 
схеми руху та режимів роботи провести первинний відбір антифрикційних ма-
теріалів, сформувавши групу перспективних для подальших випробувань мате-
ріалів. 

C. Розрахувати інерційні похибка при вимірюванні сил за методикою, 
розробленою в п. 1.5, і відняти їх значення від виміряних результатів. 

D. Визначити для них такі фізико-механічні характеристики як крайовий 
кут змочування за методикою, розробленою в п. 1.2, та твердість за Брінеллем. 

E. За результатами експериментальних досліджень антифрикційних ма-
теріалів та значеннями їх фізико-механічних характеристик розрахувати єдину 
апроксимаційну залежність за методикою, розробленою в пп. 2.3 – 2.4. 

F. Якщо вузол, в якому передбачається використання антифрикційних 
полімерних матеріалів, має схему тертя типу тертя торців чи циліндрів, необ-
хідно використати методику розрахунку оптимальних значень масштабних ко-
ефіцієнтів переходу, розроблену в п. 3.2. 

G. Якщо вузол, в якому передбачається використання антифрикційних 
полімерних матеріалів, має схему тертя типу тертя в сферичному шарнірі, не-
обхідно застосовувати математичну модель, розроблену в п. 2.1.2. Але форма 
антифрикційних вкладишів має бути розрахована згідно методик, розроблених 
в п. 3ю2 – 3.3 для шарніра з повним охопленням сферичної п’яти та для шарні-
ра зі зрізаним полюсом. 

H. Якщо в сферичному шарнірі використовується тканий антифрикцій-
ний матеріал, треба розрахувати втрати на тертя за рахунок деформаційної 
складової сил тертя, розробленої в п. 2.1.1. 

I. Для циліндричних шарнірів потрібно використовувати розрахунок оп-
тимальної форми вкладишу, розроблену в п.3.3.  

J. Якщо виникає потреба в заміні механічних або гідропередач кулько-
вим передавальним механізмом, його конструювання треба проводити за мето-
дикою, розробленою в п.3.6.  

K. Остаточні висновки по вибору антифрикційного матеріалу, після прове-
дення всіх розрахунків по пп. F–J, треба підтвердити на модельних установках, що 
точно моделюють тип тертя, розроблених в розділі 1, а також оптимальними роз-
рахунками по вибору матеріалів пар тертя за методикою з п.3.7.    

Алгоритм цієї методики показано на рис. 3.37. 
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Рис. 3.37 Блок-схема  алгоритму загальної концепція по запровадженню антифрикційних по-
лімерних матеріалів у вузлах тертя  

 

Застосування антифрикційних полімерних матеріалів в вузлах тертя ковальсько-пресового обладнан-
ня дозволяє при тому ж часі працездатності вузла тертя: 

– при змазуванні вузла консистентними мастилами шляхом їх періодичної закладки, не використовувати змазу-
вання взагалі; 

– при змазуванні вузла рідкими мастилами, шляхом подавання  через систему змазки, використовувати тільки 
разову закладку консистентного мастила; 

 
Антифрикційні матеріали, що містять : – фторопласт, можуть бути застосовані при швидкостях відносного 
ковзання до 0,1 м/с та питомому тиску 10-100 МПа; – графіт, можуть використовуватися при високих швидкостях, 
до 30 м/с, та питомому тиску 0,05–0,5 МПа та 10-100 МПа. – структура яких утворення шляхом тканого виробниц-
тва, мають перевагу на матеріалами, які мають суцільну структуру. 

На установках по випробуванню матеріалів пар тертя,  
для відповідної схеми руху та режимів роботи провести первинний відбір антифрикційних матеріалів, сформував-

ши групу перспективних для подальших випробувань матеріалів. 

Визначити для триботехнiчних матеріалів такі фізико-механічні характеристики: 
 крайовий кут змочування за методикою та твердість за Брінеллем. 

За результатами експериментальних досліджень антифрикційних матеріалів та значеннями їх фізико-механічних 
характеристик розрахувати єдину апроксимаційну залежність, за методикою, розробленою в п. 4.6. 

 

Розрахувати інерційні погрішності при вимірюванні сил і відняти їх значення від 
виміряних результатів. 

 Вузол, в якому перед-
бачається використання 
антифрикційних полі-
мерних матеріалів, має 
схему тертя типу тертя 
торців чи циліндрів? 

Використати методи-
ку розрахунку опти-
мальних значень мас-
штабних коефіцієнтів 

переходу 

 
 

Застосовувати повновимірну 
математичну модель для 

вкладишів оптимальної форми  

Остаточні висновки по вибору антифрикційного матеріалу, після проведення всіх 
розрахунків, треба підтвердити на модельних установках, що точно моделюють тип тертя. 

 

Вузол, в якому 
передбачається 
використання 
антифрикційних 
полімерних 
матеріалів, має 
схему тертя типу 

В сферично-
му шарнірі 
використовує
ться тканий 
антифрикційн
ий матеріал? 

Розрахувати втрати на тер-
тя за рахунок деформацій-
ної складової сил тертя 

Виникає 
потреба в 
заміні 
гідропередач 
кульковим 
передаваль-

Розрахувати оп-
тимальну форму 
кулькопроводу. 

Так 

Так 

Так 

Так 

Н

Н

Н
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ПІДСУМКИ 
 
Всі розроблені пристрої, методики та моделі, описані в роботі, уклада-

ються в єдину концепцію по запровадженню антифрикційних полімерних мате-
ріалів у вузлах тертя гірничо-металургійного та ковальсько-штампувального 
обладнання. 

Теоретичні розробки дозволили вперше вирішити  такі задачі: 
– знайдена формула для розрахунку оптимальної форми антифрик-

ційних полімерних вкладишів для сферичних шарнірів з повним приляганням 
основи до сферичної п’яти та для шарнірів зі зрізаним “полюсом”; 

– визначено рівень впливу хвилястості поверхні сферичної п’яти на 
втрати на тертя по антифрикційному матеріалу в шарнірі; 

– вперше побудована математична модель втрат на тертя в сферич-
ному шарнірі та усадки п’яти відносно основи для шарніра з полімерними 
вкладишами, що може застосовувати при визначенні миттєвого значення моме-
нту тертя в шарнірі. це особливо важливо для відповідальних вузлів, які містять 
сферичний шарнір. розроблена математична модель дозволяє у певній мірі за-
мінити натурні випробування таких вузлів числовими експериментами; 

– вперше розроблено оптимальну форму вкладишів для циліндричних 
шарнірів, які працюють в обертальному та зворотно-поступальному режимах. 

Були розвинені наступні положення теорії розрахунків втрат на тертя в 
кульковому передавальному механізмі: 

– уточнені коефіцієнти втрат на тертя на прямолінійній ділянці трубо-
проводу;  

– для криволінійної ділянки врахована можливість мати значну протя-
жність, що теж збільшує точність розрахунків; 

– визначені коефіцієнти втрат на тертя для S-подібної ділянки для вхо-
ду і виходу на криволінійну ділянку та назовні; 

– виведена формула для визначення кількості кульок на ділянках різної 
форми; 

– показано порядок розрахунку зміни нормального навантаження на 
кожну окрему кульку, який дозволяє використовувати існуючі аналітичні зале-
жності коефіцієнту тертя від тиску 

– проведено математичний аналіз коефіцієнтів втрат на тертя на всіх 
типах ділянок трубопроводу і сформульовано методику оптимального синтезу 
кулькопроводу. 

Вперше сформульовано алгоритм оптимального вибору антифрикційних 
матеріалів для вузлів тертя з наперед визначеними статистичними характерис-
тиками зміни режимів їх роботи. 

В області методологічного забезпечення триботехнічних випробувань 
розроблено єдиний математичний комплекс, що забезпечує дослідників можли-
вістю правильно спланувати експеримент та обробити його результати: 

– зроблено розрахунок  похибок, викликаних інерційною складовою, 
що виникають при вимірюванні сил, коли система вимірювання рухається з 
прискоренням, вперше дозволив точно визначити похибки вимірювання миттє-
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вих значень сил для всіх типів руху, які існують в експериментальних та про-
мислових установках та агрегатах; 

– створена методика планування експериментів, яка вперше, серед іс-
нуючих методик, дозволяє перервати серію дослідів в будь-який момент без 
втрати ортогональності та рототабельності цього плану, а також побудувати ба-
гаторівневі якісно-кількісні плани підвищеної складності, причому кількість 
точок в таких планах не зростає в експоненціальній пропорції від числа факто-
рів, як в інших методиках; 

– комбінація методу половинного ділення та чисел Соболя дозволила 
створити новий метод глобального пошуку екстремуму функції, який гаранто-
вано має більше шансів вийти на глобальний оптимум, аніж існуючі, що забез-
печує підвищення імовірності визначення оптимальних параметрів антифрик-
ційних матеріалів для вузлів тертя гірничих машин; 

– на базі регресійного та кластерного аналізів розроблена методика 
для апроксимації експериментальних даних процесів, які мають якісні перехо-
ди; 

– вперше поставлена задача і знайдене рішення для визначення опти-
мальних значень коефіцієнтів масштабних переходів від моделі на натуру, що 
дозволяє тепер підбирати оптимальні антифрикційні матеріали для вузлів тертя 
гірничих машин шляхом модельних випробувань тих же матеріалів, що і в реа-
льних вузлах, але на тих режимах, які дозволяють створити модельні установ-
ки.  

Після проведення випробування антифрикційних матеріалів можна зро-
бити наступні висновки: 

1. Незважаючи на широку гаму антифрикційних полімерних матеріа-
лів, що виробляє сучасна промисловість, всі їх властивості базуються на низь-
кому коефіцієнті тертя у фторопласта, графіту та дисульфіду молібдену. 

2. Обробка результатів незначної кількості паралельних експеримен-
тів за допрацьованою автором методикою “малої вибірки” забезпечило збіль-
шення точності статистичних розрахунків середнього та середньо квадратично-
го відхилення, що дає можливість здійснити редукцію даних експериментів без 
втрати інформативності. 

3. Випробування по схемі торцевого тертя моделює найбільший клас 
вузлів тертя – підшипники ковзання – і зручне для порівняльного аналізу влас-
тивостей різних антифрикційних матеріалів.  

4. Коефіцієнт сухого торцевого тертя антифрикційних матеріалів по 
металу на порядок нижче за сухе тертя метала по металу. 

5. Коефіцієнт торцевого тертя антифрикційних матеріалів по металу, 
змащеному машинним мастилом або водою, нижче за тертя метала по металу, 
змащених так само. 

6. Коефіцієнт торцевого тертя матеріалу типу металофтороплат по ме-
талу, змащеному водою, не вище за коефіцієнт тертя метала по металу, змаще-
них машинним мастилом. 
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7. Коефіцієнт сухого торцевого тертя антифрикційних матеріалів по 
металу збільшується зі збільшенням швидкості відносного ковзання і зменшу-
ється зі збільшенням питомого тиску на пару тертя.  

8. Для випробувань антифрикційних матеріалів на модельній установ-
ці зворотно-поступального руху можна зробити такі висновки: найбільш перс-
пективними для вузлів тертя у діапазоні досліджених параметрів є антифрик-
ційні матеріали типу нафтлен-8, металофторопласт. Матеріали ВНИИНП-512, 
НПИ-МС, ТГН-2М, УТМ-8, нафтлен-8, даклен, як показали результати дослі-
джень, можна застосовувати у вузлах тертя при низькому питомому тиску і 
швидкостях ковзання. 

9. У зв’язку зі значною відміною у коефіцієнті взаємного перекриття 
для тертя по схемі “зі свіжим слідом” зі схемою торцевого тертя, значення кое-
фіцієнта тертя для одних і тих же пар тертя помітно відрізняється.  

10. Найкращими для використання при високих швидкостях ковзання 
(10-30 м/с) і низькому питомому тиску (<10 МПа) є графітотканини типу ТНГ-
2М чи УТЛ-3-5, які привулканізовані своєю неробочою частиною до гуми з ви-
сокою твердістю. 

11. Розташування стовпчиків трикотажної в’язки графітотканин уздовж 
напрямку руху зменшує коефіцієнт тертя для тертя по схемі “зі свіжим слідом”. 

12. Розроблена схема зменшення фактичної площі антифрикційних 
вкладишів без зменшення номінальної площі, дозволяє в сферичному шарнірі 
застосовувати матеріали, для яких оптимальне значення питомого тиску вище, 
аніж створюється в реальному пристрої. 

13. Застосування консистентного мастила типу циатим-221 значно зме-
ншує коефіцієнт тертя в сферичному шарнірі. 

14. Для сферичних шарнірів найбільш придатним є матеріал НПИ-МС, 
при цьому сферична п’ята  має бути покрита матеріалом типу ВНИИНП-512. 

15. Чим ближче до “екватора” шарніра розташовані антифрикційні 
вкладиші, тим більший момент тертя в ньому і тим більше просідання сферич-
ної п’яти відносно сферичної основи. 

16. Основні залежності коефіцієнта тертя в сферичному шарнірі для ан-
тифрикційних матеріалів від питомого тиску і швидкості такі ж, як і для торце-
вого тертя, отже результати апроксимації триботехнічних експериментів можна 
застосувати для використання в розрахунках математичних моделей вузлів тер-
тя. 

17. Зміна площини наклейки антифрикційних вкладишів відносно пло-
щини коливання модельної установки для випробування шарових шарнірів та 
відносно вертикальної осі шарніра, дозволяє моделювати будь-які напрямки дії 
результуючої сили навантаження на шарнір. 

18. Коли площина коливання сферичного шарніра співпадає з площи-
ною наклейки антифрикційних вкладишів, це є найважчим режимом роботи 
шарніру. 

19. Температурні випробування сферичного шарніра показали, що пара 
тертя (лак ФБФ на сферичній п’яті + циантим-221 + НПИ-МС на сферичній ос-
нові) є найбільш стабільною і працездатною до температур 473 К.  
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20. Застосування приладу для визначення температурної залежності 
крайових кутів змочування дало можливість розширити діапазон вимірювання 
цих кутів для води та інших рідин з підвищенням точності вимірювання. 

Аналізуючи  результати, отримані при перевірці моделей сферичного 
шарніра, як фізичних так і математичних, можна сказати наступне: 

1. Застосування антифрикційних вкладишів у сферичних шарнірах ра-
ніше не розглядалося як окрема задача, тому отримані в п. 5.3 результати мають 
високий пріоритет новизни: 

2. Висунена ідея забезпечення рівномірного прилягання антифрикцій-
них вкладишів та забезпечення оптимального питомого тиску на ці вкладиші 
дозволила зробити ряд винаходів в напрямку визначення оптимальної форми 
цих вкладишів. 

3. Розроблена схема розташування антифрикційних вкладишів в шар-
нірі зі зрізаним полюсом забезпечує рівномірний знос вкладиша, що підвищує 
його довговічність. Ця конструкція шарніра визнана винаходом (а.с. СССР 
1781476). 

4. Конструкція сферичної опори з оптимальним розташуванням вкла-
дишів для повного охоплення основою сферичної п’яти було визнано винахо-
дом (а.с. СССР 1368517). 

5. Експериментальна перевірка оцінки деформаційної складової сили 
тертя у сферичному шарнірі з антифрикційними вкладишами довела, що ця ме-
тодика дає достовірні результати і може бути поширена для більш широкого 
кола задач, у тому числі для випадку обертального руху сферичної п'яти і в разі 
виконання вкладиша у вигляді окремих сегментів різної геометричної форми. 

6. Перевірка узагальненої моделі сферичного шарніра з антифрикцій-
ними вкладишами довела її повну адекватність при визначенні усадки сферич-
ної п’яти відносно основи шарніра та моменту тертя в шарнірі з довільною фо-
рмою розташування антифрикційних вкладишів. 

7. Розрахунки за математичною моделлю ще раз довели ефективність 
запропонованих конструкцій антифрикційних вкладишів для сферичного шар-
ніра. 

8. Методика розрахунку оптимальної форми антифрикційних вклади-
шів для циліндричного шарніру, який працює у зворотно-поступальному та ко-
ливальному режимах була застосована для модифікації вузлів тертя преса 
КА2330 

9. Застосування пропонованих технічних рішень для КГШП великої 
одиничної потужності в циліндричних опорах ковзання дозволяє використову-
вати тонкостінні матеріали вкладишів до повного зносу антифрикційного шару 
і визнано винаходом (а.с СРСР №1557379  та 1640464). 

Аналіз отриманих результатів по дослідженню кулькового передаваль-
ного механізму дозволяє зробити наступні висновки: 

1. Експериментально підтверджено точність формул по розрахунку 
втрат на тертя на різних ділянках кулькового передавального механізму. 

2. Розроблена методика проектування кулькового передавального ме-
ханізму з наданням рекомендацій по підбору типів ділянок трубопроводу. 
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3. Сформульована оптимальна задача по визначенню коефіцієнта тер-
тя, яке має бути в трубопроводі при заданому коефіцієнті корисної дії. 

4. Висунута пропозиція, підтверджена розрахунком, по заміні гідро-
проводів на пневмоомагістралі автоматики КГШП кулькопроводами. 

Чисельні експерименти дозволили зробити наступні висновки : 
1. Розроблена ефективна методика побудови ортогональних і ротота-

бельних планів для будь-якої кількості чинників і будь-якої кількості значень 
цих чинників як для якісних та кількісних планів, так і для змішаних якісно-
кількісних планів експериментів зі значним зменшенням кількості експеримен-
тів без втрати рівномірності розподілу точок на полі існування чинників. Вона 
базується на τЛП  – числах Соболя і є оригінальною. 

2. Розроблена методика глобального пошуку екстремуму функції має 
більшу імовірність виходу на глобальний екстремум, аніж існуючі інші. 

3. Розроблена методика апроксимації експериментальних даних, що 
містять якісні переходи із застосуванням регресійного, дискримінантного та 
кластерного аналізу, дозволяє помітно підвищити точність апроксимації таких 
даних. 

4. Перевірка цієї методики на результатах триботехнічних випробу-
вань показала високу точність апроксимації, значно вищої за будь-які інші не-
лінійні апроксимаційні підходи. 

5. Розроблена методика розрахунку оптимальних значень коефіцієнтів 
масштабних переходів від моделі на натуру дає можливість точно визначати, за 
заданим критерієм, ці коефіцієнти для тих же матеріалів пар тертя, що і в нату-
рних умовах, а також проводити точні порівняльні експерименти для різних ма-
теріалів на типових машинах тертя. 

6. Доведена перевага металофторопласту над бабітом для підшипників 
ковзання, які працюють в умовах частих пусків і зупинок при гідродинамічно-
му змазуванні. 

7. Розроблена методика врахування  похибок, зумовлених інерційною 
складовою,  при вимірюванні сил на машинах тертя застосована для визначення 
помилок розрахунку тягового зусилля шахтного електровоза і може вважатися 
універсальною для будь-яких вимірювань зусиль, де має місце швидка зміна 
сил у часі. 

8. Порівняння результатів розрахунку коефіцієнта тертя за адгезійно-
деформаційною теорією та за розробленими в цій роботі апроксимаційними за-
лежностями показало перевагу останніх.  

9. Доведено експериментально, що фізичне моделювання триботехні-
чних характеристик полімерних антифрикційних матеріалів є більш ефектив-
ним способом для визначення їх придатності для конкретного вузла тертя, аніж 
розрахунки цих характеристик за існуючими теоріями тертя і зносу. 

10. Алгоритм оптимального вибору антифрикційних матеріалів для ву-
злів тертя дозволяє одразу знайти оптимальні значення їх фізико-механічних 
параметрів, що полегшує не тільки пошук вже існуючих, але і створення нових. 

Використання результатів дослідження та розроблених методик було 
проведено на підприємствах України.  
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