Тема: «Багатофакторна регресія: основні поняття»
План:
1) Що таке множинна регресія?
2) Як виглядатимуть результати множинної регресії.
3) Як виглядає комп'ютерний роздрук результатів множинної  регресії.
Навколишній нас світ багатовимірний. У переважній більшості реальних економічних завдань доводиться розглядати дані більш ніж про одному або два чинники. Проте це не є нерозв'язною проблемою: наступний крок, множинна регресія, є відносно нескладною процедурою, яка дозволяє вам розширити свої можливості за межі простих випадків одно- і двовимірних даних. Більш того, з відповідними базовими ідеями ви вже знайомі: поняття середнього значення, мінливості, кореляції, прогнозування, довірчих інтервалів і перевірки гіпотез.
Прогнозування єдиної змінної У на підставі двох або декілька змінних X називається множинною регресією. Прогнозування єдиної змінної У на підставі єдиної змінної X називається простій регресією; про просту регресію мова йшла раніше. Користуючись множинною регресією, ми переслідуємо, по суті, ті ж цілі, що і у разі простої регресії. Нижче приведений короткий огляд цих цілей, що супроводжується простими прикладами. 
Перше. Опис і розуміння взаємозв'язку.
а) Розглянемо взаємозв'язок між заробітною платою (У) і поряд базових характеристик службовців, таких як пів (X1 представлений двома значеннями, 0 і 1 позначають відповідно чоловіків і жінок), стаж роботи (Х2) і освіта (Х3). Опис і розуміння того, як ці Х-факторы впливають на Y, дозволяє, наприклад, вибудовувати систему доказів в судових процесах, що стосуються дискримінації за ознакою підлоги. Коефіцієнт регресії за ознакою підлоги є оцінкою величини різниці заробітної плати між чоловіками і жінками з урахуванням поправки на вік і стаж роботи. Навіть якщо вашу фірму поки що не звинувачують в дискримінації працівників за ознакою підлоги, все одно корисно було б виконати множинний регресійний аналіз, щоб незначні (поки що!) проблеми не переросли у великі, вирішувати які буде значно складніше.
б) Якщо ваша фірма бере участь в конкурсі на реалізацію тих або інших проектів, тоді – для тих проектів, конкурс на яких вам вдалося виграти –  ви маєте в своєму розпорядженні даних, таких, що стосуються фактичних витрат (Y), оцінки прямих трудовитрат (X1), оцінки витрат на матеріали (X2) і витрат на управлінські функції (X3). Допустимо, що пропозиція ціни, з якою ви виходите на конкурс, здається вам невиправдано низьким. Визначивши взаємозв'язок між фактичними витратами і оцінками, зробленими раніше, на етапі переговорів про висновок контрактів, ви зможете з'ясувати, які з оцінок ви систематично занижуєте або, навпаки, завищуєте (з погляду їх внеску у фактичні витрати).
Друге. Прогнозування (прогноз) нового спостереження.
а)
Глибоке розуміння структури витрат у вашій фірмі може бути корисне у багатьох відношеннях. Наприклад, у вас може скластися правильніше уявлення про те, які додаткові витрати слід запланувати на сезон підвищеного попиту на продукцію вашої фірми (зокрема, можна врахувати додаткові витрати, пов'язані з виконанням наднормових робіт). Якщо ваш бізнес зазнає певні зміни, ви повинні уміти прогнозувати вплив цих змін на структуру витрат. Краще розбиратися в структурі витрат своєї фірми вам допоможе множинна регресія витрат (Y) на кожен з потенційно значущих (на ваш погляд) чинників, таких як кількість виробів (X1), що випускаються, кількість працівників (X2) і об'єм наднормових робіт (X3). Результати аналізу, подібного цьому, допоможуть вам ухвалювати набагато більш продумані рішення, ніж просте рішення "посадити людей на наднормові роботи на недельку-другую". Такий аналіз допоможе вам виявити приховані витрати, які виявляють тенденцію до зростання із зростанням об'ємів наднормових робіт, і робити точніші прогнози фактичних витрат, засновані на інформації, що є у вас.
б)
Щомісячні об'єми продажів у вашій фірмі (часовий ряд) можуть пояснюватися сезонними коливаннями попиту. Один із способів аналізу і прогнозування об'ємів продажів полягає у використанні множинної регресії, що дозволяє пояснювати об'єми продажів (Y) на підставі деякого тренда (наприклад, X1 = 1, 2, 3 ..., вказуючого місяці від початку реєстрації об'ємів продажів) і змінної для кожного місяця (наприклад, X2 дорівнює 1 для січня і 0 інакше, X3 представляє лютий, і так далі). Множинну регресію можна використовувати для прогнозування об'ємів продажів на декілька місяців вперед, а також для з'ясування довгострокових тенденцій і розуміння, в які місяці об'єми продажів, як правило, виявляються більше, ніж в інших.
Третє. Регулювання і управління процесом.
На вхід технологічного ланцюжка, використовуваного на целюлозно-паперовому комбінаті, поступає целюлозна маса, а на виході виходить готовий до вживання папір. Як управляти таким складним комплексом устаткування? Одного лише уважного вивчення технічної документації явно недостатньо – щоб навчитися правильно регулювати технологічний процес (з погляду мінімізації витрати електроенергії), потрібні багато років практичного досвіду. Якщо цей досвід виражається в числах, то аналіз множинної регресії дозволяє вам з'ясувати, яка саме комбінація параметрів технологічного процесу (Х-переменные) дозволяє добитися потрібного результату (змінна Y).
Таким чином, прогнозування однієї змінної Y на підставі двох або декілька X-переменных називається множинною регресією. Цілями множинної регресії є: (1) опис і розуміння відповідного взаємозв'язку, (2) прогнозування (прогноз) нового спостереження, (3) регулювання і управління процесом.
Як виглядатимуть результати множинної регресії? Перш за все, ми приведемо короткий огляд вхідних даних і основних результатів. Докладніше їх пояснення буде дано пізніше.
Хай до означає кількість пояснюючих змінних (Х- змінних); до може бути будь-яким розумним числом. Ваші елементарні одиниці нерідко називаються спостереженнями; це можуть бути клієнти, фірми, вироби, що випускаються, і тому подібне По "технічних" причинах у вас повинно бути, принаймні, на одне спостереження більше, ніж є Х- змінних, тобто n > k+1. Практичні міркування диктують необхідність набагато більшого числа спостережень.
Вхідні дані для звичайного множинного регресійного аналізу представлені в табл. 1.
Таблиця 1. Вхідні дані для множинної регресії
	
	Y 
(залежна, або з'ясовна, змінна)
	X1 
(перша незалежна, або що пояснює, змінна)
	X2 
(друга незалежна, або що пояснює, змінна)
	X. 

	Xk 
(остання незалежна, або що пояснює, змінна)

	Спостереження 1
	10,9
	2,0
	4,7
	.
	12,5

	Спостереження 2
	23,6
	4,0
	3,4
	.
	12,3

	.
	.
	.
	.
	.
	.

	.
	.
	.
	.
	.
	.

	.
	.
	.
	.
	.
	.

	Спостереження n
	6,0
	0,5
	3,1
	.
	7


Зрушення, або постійний член, а, визначає прогнозоване значення Y, коли всі змінні X рівні 0. Коефіцієнт регресії для кожної X-переменной визначає вплив цієї Х- змінної на Y за умови, що все решта Х- змінні не міняються: коефіцієнт регресії bj для j-ой X- змінної указує, яке збільшення Y очікується, коли все Х- змінні залишаються незмінними, за винятком змінній Хj, яка збільшується на одну одиницю. Узяті разом ці коефіцієнти регресії складають рівняння прогнозування, або рівняння регресії, вигляду 
прогнозоване значення Y = а + b1X1 + b2X2 + ... + bkXk
яке можна використовувати в цілях прогнозування або управління. Ці коефіцієнти (а, b1, b2 ... bk) зазвичай обчислюються методом найменших квадратів, який мінімізує суму квадратів помилок прогнозування. Як відомо, в основі процедури МНК лежить вирішення системи нормальних рівнянь. Наприклад, для трьох факторній регресії система нормальних рівнянь виглядатиме таким чином:
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Вирішення даної системи не представляє великої складності, але за наявності персонального комп'ютера знаходження коефіцієнтів а, b1, b2 ... bk не передбачає наявності навіть елементарних навиків в області МНК, – всі процеси виконуються в автоматичному режимі.
Як і у разі простої регресії (з єдиною Х- змінної), стандартна помилка оцінки, Se указує приблизну величину помилок прогнозування. І як у разі простої регресії, R2 є коефіцієнтом детерміації, який указує, який відсоток варіації Y «пояснюється» всіма Х- змінними. В даному випадку мова йде не просто про квадрат коефіцієнта кореляції Y з однією Х- змінної, а про квадрат коефіцієнта кореляції r змінної Y (фактичних значень) з прогнозами (які обчислюються за допомогою рівняння регресії, знайденого методом найменших квадратів). Такий показник враховує все Х- змінні.
Статистичний вивід починається із загальної перевірки, яку називають F-тестом (F-test). Мета F-теста полягає в тому, щоб з'ясувати, чи пояснюють Х- змінні значущу частку варіації Y. Якщо ваша регресія не є значущою, говорити більше не про що. Якщо ж регресія виявляється значущою, можна продовжити аналіз статистичних виводів, використовуючи t-тесты для окремих коефіцієнтів регресії, які показують, наскільки значущим є вплив тій або інший Х- змінної на Y за умови, що все інші Х- змінні залишаються незмінними. Побудова довірчих інтервалів і перевірки гіпотез для окремого коефіцієнта регресії будуть, звичайно ж, грунтуватися на його стандартній помилці. Кожен коефіцієнт регресії має свою стандартну помилку; вони позначаються Sb1, Sb2 ..., Sbk. У табл. 2 приведені результати множинного регресійного аналізу.
Таблиця 2. Результати множинного регресійного аналізу
	Назва
	Результат
	Опис

	Зрушення або постійний член
	а
	Прогнозоване значення для У, коли всі значення X- змінних рівні 0

	Коефіцієнти регресії
	b1, b2 ... bk
	Вплив кожної X- змінної на У за умови, що все інші X- змінні залишаються незмінними

	Рівняння прогнозування, або рівняння регресії
	прогнозоване значення Y = а + b1X1 + b2X2 + ... + bkXk
	Прогнозоване значення У при заданих значеннях X- змінних

	Помилки прогнозування, або залишки
	Y –  прогнозоване значення Y
	Помилка, що виникає для кожного спостереження в результаті використання рівняння прогнозування замість фактичного значення Y для цього спостереження

	Стандартна помилка оцінки     
	Se або S
	Приблизна величина помилок прогнозування (типова різниця між фактичним значенням Y і його прогнозом виходячи з рівняння регресії)

	Коефіцієнт детерміації     
	R2
	Відсоток мінливості Y, з'ясовний всією групою X- змінних

	F-тест
	Значущий або незначущий
	Перевіряє, чи може прогноз на основі Х-переменных як групи бути краще прогнозу на основі простої випадковості; по суті, перевіряє, чи є R2 більшим, ніж у разі відсутності взаємозв'язку між Х- змінними і Y

	t-тесты для окремих коефіцієнтів регресії
	Значущий або незначущий, для кожної Х- змінної
	Перевіряє, чи впливає на Y конкретна Х змінна за умови, що всі інші Х змінні залишаються незмінними; цю перевірку виконують тільки тоді, коли F-тест значущий

	Стандартні помилки коефіцієнтів регресії
	Sb1, Sb2. Sbk 
	Указує вибіркову оцінку стандартного відхилення кожного коефіцієнта регресії; використовується звичайним способом для знаходження довірчих інтервалів і перевірки гіпотез для окремих коефіцієнтів регресії

	Число мір свободи для стандартних помилок коефіцієнтів регресії
	m = до – 1
	Використовується, щоб знайти в t-таблице відповідне значення для побудови довірчих інтервалів і перевірки гіпотез для окремих коефіцієнтів регресії


Приклад. Реклама в журналах
Тарифи на розміщення рекламних оголошень в журналах визначаються кожним журналом самостійно. Чим пояснюються відмінності в тарифах? Можливо, тут якимсь чином враховується цінність рекламного оголошення для рекламодавця. Журнали, що мають в своєму розпорядженні більшу читацьку аудиторію (за рівних інших умов), напевно, мають право встановлювати великі тарифи. Крім того, журнали, розраховані на спроможніші круги читачів, також мають право встановлювати вищі тарифи. Незважаючи те що напевно є та інші, не менш важливі чинники, ми обмежимося лише вказаними двома, додавши до них ще один — переваги людей різної підлоги, і з'ясуємо, чи змінюють журнали свої тарифи залежно від співвідношення чоловіків і жінок в їх читацькій аудиторії. Відповіді на деяких з цих питань можна отримати за допомогою множинного регресійного аналізу. Такий аналіз допоможе нам пояснити вплив на тарифи таких чинників, як величина читацької аудиторії, структура читацької аудиторії по підлозі і доходи читачів.
У табл. 3 представлена відповідна багатовимірна сукупність даних, яку нам належить проаналізувати. Як змінній Y (з'ясовною) ми розглядатимемо вартість однієї сторінки одноразової повнокольорової реклами. Пояснюючими змінними будуть Х1, читацька аудиторія (планована в тисячах чоловік), Х2, відсоток чоловіків серед планованої аудиторії, і Х3, медіана доходу сім'ї. Розмір вибірки n = 55.
Таблиця 3. Тарифи на розміщення реклами і характеристики журналів
	Назва журналу
	Y, тариф (одна сторінка кольорової реклами), дол.
	X1, планована аудиторія, тис. чоловік
	Х2, відсоток чоловіків
	Х3, медіана доходу сім'ї, поділ

	Audubon
	25 315
	1645
	51,1
	38 787

	Better Homes & Gardens
	198 000
	34 797
	22,1
	41933

	Business Week
	103300
	4760
	68,1
	63 667

	Cosmopolitan
	94100
	15 452
	17,3
	44 237

	Elle
	55 540
	3735
	12,5
	47 211

	Entrepreneur
	40 355
	2 476
	60,4
	47 579

	Esquire
	51559
	3037
	71,3
	44 715

	Family Circle
	147 500
	24 539
	13,0
	38 759

	first For Women
	28 059
	3 856
	3,6
	43 850

	Forbes
	59 340
	4191
	68,8
	66 606

	Fortune
	60800
	3 891
	68,8
	58 402

	Glamour
	85 080
	10891
	7,8
	46331

	Goff Digest
	98760
	6 250
	78,9
	61323

	Good Housekeeping
	166 080
	25 306
	12,6
	38 335

	Gourmet
	49 640
	4484
	29,6
	57 060

	Harper's Bazaar
	52 805
	2 621
	11,5
	44 992

	Inc.
	70 825
	2166
	66,9
	72493

	Kiplinger's Personal Finance
	46580
	3332
	65,1
	63 876

	Ladies' Home Journal
	127 000
	17040
	6,8
	38442

	Life
	63 750
	14 220
	46,9
	41770

	Mademoiselle
	55 910
	4804
	8,0
	46694

	Martha Stewart's Living
	93 328
	4 849
	16,6
	61890

	McCalls
	113120
	16301
	7,6
	33 823

	Money
	98 250
	9805
	60,6
	60549

	Motor Trend
	79 800
	5 281
	88,5
	48 739

	National Geographic
	159345
	32158
	53,0
	44 326

	Natural History
	20180
	1775
	45,0
	41499

	Newsweek
	148 800
	20 720
	53,5
	53 025

	Parents Magazine
	72 820
	12064
	18,2
	39369

	РС Computing
	40 675
	4606
	67,0
	57 916

	People
	125 000
	33 668
	34,0
	46171

	Popular Mechanics
	78685
	9036
	86,9
	40802

	Reader's Digest
	193000
	51925
	42,4
	38 060

	Redbook
	95 785
	13 212
	8,9
	41 156

	Rolling Stone
	78 920
	8 638
	59,8
	43 212

	Runner's World
	36 850
	2 078
	62,9
	60 222

	Scientific American
	37 500
	2 704
	70,0
	62372

	Seventeen
	71 115
	5 738
	17,0
	37 034

	Ski
	32 480
	2 249
	64,5
	58 629

	Smart Money
	42 900
	2 224
	63,4
	57170

	Smithsonian
	73 075
	8 253
	47,9
	50872

	Soap Opera Digest
	35 070
	7 227
	10,3
	31835

	Sports Illustrated
	162 000
	21602
	78,8
	45 897

	Sunset
	56 000
	5 276
	38,7
	52 524

	Teen
	53 250
	3 057
	15,4
	42640

	The New Yorker
	62 435
	3 223
	48,9
	49672

	Time
	162 000
	22 798
	52,4
	49166

	True Story
	17100
	3582
	12,2
	15734

	TV Guide
	146400
	40917
	42,8
	37 396

	U.S. News & World Report
	98 644
	9 825
	57,5
	52 018

	Vanity Fair
	67 890
	4 307
	27,7
	52189

	Vogue
	63 900
	8434
	12,9
	44 242

	Woman's Day
	137 000
	22 747
	6,7
	38463

	Working Woman
	87 500
	3312
	6,3
	44 674

	YM
	73 270
	3109
	14,4
	43 696

	Середнє значення
	83 534
	10913
	39,7
	47 710

	Среднеквадратічеськоє відхилення
	45446
	11212
	25,9
	10 225


У табл. 4 представлений комп'ютерний роздрук результатів аналізу множинної регресії. Наприклад, за допомогою Excel можна виконати аналіз множинної регресії. Знайдіть пункт Data Analysis (Аналіз даних) в меню Tools (Сервіс) і виберіть команду Regression (Регресія). Якщо в меню Tools (Сервіс) відсутній пункт Data Analysis (Аналіз даних), то спочатку переконаєтеся, що ви вибрали елемент електронної таблиці (а не графік, наприклад). Якщо ви все ж таки не можете знайти Data Analysis (Аналіз даних), пошукайте пункт меню Add-Ins (Надбудови) і поставте відмітку біля Analysis ToolPak (Пакет аналізу). Якщо це не допоможе, то, мабуть, необхідно переустановити Excel. 
Таблиця 4. Результат множинною регресійного аналізу тарифів на розміщення реклами в журналах (обчислення зроблені в Excel)
	ВИВЕДЕННЯ ПІДСУМКІВ
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Регресійна статистика
	
	
	
	

	Множествен. R
	0,887
	
	
	
	
	

	R-квадрат
	0,787
	
	
	
	
	

	Нормований 
R-квадрат
	0,775
	
	
	
	
	

	Стандартна помилка
	21577,870
	
	
	
	
	

	Спостереження
	55
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Дисперсійний аналіз
	
	
	
	
	

	
	df
	SS
	MS
	F
	Значущість F
	

	Регресія
	3
	87780733202
	29260044401
	62,843
	0,000000
	

	Залишок
	51
	23745829151
	465604493
	
	
	

	Разом
	54
	111525962353
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	Коефіцієнти
	Стандартна помилка
	t-
статистика
	P-
значення
	Ніжніє 
95%
	Верхні
95%

	Y-пересечение
	4042,799
	16884,039
	0,239
	0,812
	-29853,298
	37938,895

	Змінна X 1
	3,788
	0,281
	13,484
	0,000
	3,224
	4,352

	Змінна X 2
	-123,634
	137,849
	-0,897
	0,374
	-400,377
	153,108

	Змінна X 3
	0,903
	0,370
	2,442
	0,018
	0,161
	1,645
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