Тема: «Метод найменших квадратів»
План:
1) Що таке функціональний, стохастичний і кореляційний зв'язки?
2) Що таке метод найменших квадратів (МНК)?
3) Перша процедура МНК: перевірка гіпотези про існування зв'язку.
4) Друга процедура МНК: підбір кращої функціональної моделі.
5) Третя процедура МНК: визначення параметрів рівняння регресії.
Всі соціально-економічні явища взаємозв'язані. Зв'язок між ними має причинно-наслідковий характер. Ознаки, що характеризують причини і умови зв'язку, називаються факторними х, а ознаки, які характеризують следствия зв'язку, — результативними у. Між ознаками х і у виникають разные за природою і характеру зв'язку, а саме: функціональні і стохастичні. При функціональному зв'язку кожному значенню ознаки х відповідає одне певне значення у. Цей зв'язок виявляється однозначно у кожному окремому випадку. При стохастичному зв'язку кожному значенню ознаки х відповідає певна безліч значень у, створюючих так званий умовний розподіл. Як закон цей зв'язок виявляється тільки в масі випадків і характеризується зміною умовних розподілів у. Якщо замінити умовний розподіл середньої величинойy(, то утворюється різновид стохастичного зв'язку — кореляційна. У разі кореляційного зв'язку кожному значенню ознаки х відповідає середнє значення результативної ознаки (у.
Прикладом стохастичною, і зокрема кореляційною, зв'язку є розподіл проданих однокімнатних квартир за їх вартістю у і розміру загальної площі х (табл. 1).
                                                                                           Таблиця 1
	Розмір
загальній площі
м2
x
	Кількість квартир з вартістю
 тис. ум. од.
	Середня вартість квартири
тис. ум. од. 
(yj

	
	9—11
	11—13
	13—15
	15—17
	17—19
	Разом
fi
	

	До 25
	26
	12
	2
	--
	--
	40
	10,8

	25-30
	4
	9
	12
	5
	--
	30
	13,2

	30—35
	--
	4
	6
	10
	4
	24
	15,2

	35 і більш
	--
	--
	--
	--
	6
	6
	18,0

	В цілому
	30
	25
	20
	15
	10
	100
	13,0


Більшість економічних явищ мають імовірнісний, або випадковий, або стохастичний характер, тобто, в реальних умовах дуже важко з 100-процентною упевненістю передбачати розвиток того або іншого економічного об'єкту. Природно, це факт приводить до деяких ускладнень, і вимагає наявність у управлінського персоналу навиків в області прогнозу невизначеного майбутнього - навиків виявлення закономірностей, прихованих серед випадковостей минулого і сьогодення періодів, і перенесенню цих закономірностей в (на) майбутнє – навиків екстраполювання. 
Як правило, дослідження випадкових взаємин зводиться до адаптації реальних імовірнісних взаємозв'язків до логіки функціональних залежностей, тобто іншими словами, потрібно визначити і аналітично виразити («проявити») форму передбачуваної залежності і потім досліджувати її.
Сучасна наука ще не знайшла кращого «проявника» кореляційних залежностей, чим метод найменших квадратів.
Суть методу найменших квадратів полягає у відшуканні параметрів моделі тренда, яка краще всього описує тенденцію розвитку якого-небудь  випадкового явища в часі або в просторі (тренд - це лінія, яка і характеризує тенденцію цього розвитку). Завдання      методу найменших квадратів (скорочено - МНК) зводиться до знаходження не просто якоїсь моделі тренда, а до знаходження кращої або оптимальної моделі. У свою чергу, модель буде оптимальною, якщо сума квадратичних відхилень між спостережуваними фактичними величинами і відповідними їм розрахунковими величинами тренда буде мінімальній (найменшою):
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- квадратичне відхилення між спостережуваною фактичною величиною і відповідним їй розрахунковою величиною тренда
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- фактичне (спостережуване) значення явища, що вивчається
      
[image: image4.wmf]i

Y

$

- розрахункове значення моделі тренда
         n - число спостережень за явищем, що вивчається .
МНК самостійно застосовується досить рідко. Як правило, частіше за всього нього використовують лише як необхідний технічний прийом при кореляційно-регресійних дослідженнях.
Інструментарій МНК зводиться до наступних процедур:
Перша процедура. З'ясовується, чи існує взагалі яка-небудь тенденція зміни результативної ознаки при зміні вибраного чинника-аргументу, або іншими словами, чи є зв'язок між «у» і «х».
Друга процедура. Визначається, яка лінія (траєкторія) здатна краще всього описати або охарактеризувати  цю тенденцію.
Третя процедура.  Розраховуються параметри регресійного рівняння, що характеризує дану лінію, або іншими словами, визначається аналітична формула, що описує кращу модель тренда. 
УВАГА!!! Слід пам'ятати, що інформаційною основою МНК може бути тільки достовірний статистичний ряд, причому число спостережень не повинне бути менше 4-х, інакше, що згладжують процедури МНК можуть втратити здоровий глузд. 
Приклад. Допустимо, ми маємо інформацію про середню врожайність соняшнику по досліджуваному господарству: 
Таблиця 2
Таблиця початкових даних
	Номер спостереження
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Роки
	1996
	1997
	1998
	1999
	2000
	2001
	2002
	2003
	2004
	2005

	Врожайність, ц/га
	14,2
	15,6
	17,5
	14,5
	15,3
	17,0
	16,6
	17,5
	15,0
	17,7


Припущення (гіпотеза): «Оскільки рівень технології при виробництві соняшнику в наший країні за останніх 10 років практично не змінився, значить, видно, коливання врожайності в аналізований період дуже сильно залежали  від коливання погодно-кліматичних умов. Чи дійсно це так?»
Перша процедура МНК: Перевіряється гіпотеза про існування тенденції зміни врожайності соняшнику залежно від зміни погодно-кліматичних умов за аналізованих 10 років.
У даному прикладі за «y» доцільно прийняти врожайність соняшнику, а за «x» - номер спостережуваного року в аналізованому періоді. Перевірку гіпотези про існування якого-небудь взаємозв'язку між «x» і «y» можна виконати двома способами: уручну і за допомогою комп'ютерних програм типу «YYY» і тому подібне Звичайно, при наявність комп'ютерної техніки дана проблема вирішується сама собою. Але, щоб краще зрозуміти інструментарій МНК доцільно виконати перевірку гіпотези про існування зв'язку між «x» і «y» уручну, коли під рукою знаходяться тільки ручка і звичайний калькулятор. У таких випадках гіпотезу про існування тенденції краще всього перевірити візуальним способом по розташуванню графічного зображення аналізованого ряду динаміки - кореляційного поля:
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Урожайность
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Кореляційне поле в нашому прикладі розташоване навколо поволі зростаючій лінії. Це вже само по собі говорить про існування певної тенденції в зміні врожайності соняшнику. Не можна говорити про наявність якої-небудь тенденції лише тоді, коли кореляційне поле схоже на круг, коло, строго вертикальне або строго горизонтальне хмара, або ж складається з хаотично розкиданих крапок. У решті всіх випадків слід підтвердити гіпотезу про існування взаємозв'язку між «x» і «y», і продовжити дослідження. 
Друга процедура МНК: Визначається, яка лінія (траєкторія) здатна краще всього описати або охарактеризувати  тенденцію зміни врожайності соняшнику за аналізований період.
За наявності комп'ютерної техніки підбір оптимального тренда відбувається автоматично. При «ручній» обробці вибір оптимальної функції здійснюється, як правило, візуальним способом - по розташуванню кореляційного поля. Тобто, по вигляду графіка підбирається рівняння лінії, яка краще всього підходить до емпіричного тренда (до фактичної траєкторії). 
Як відомо, в природі існує величезна різноманітність функціональних залежностей, тому візуальним способом проаналізувати навіть незначну їх частину - украй скрутно. На щастя, в реальній економічній практиці більшість взаємозв'язків достатня точно можуть бути описані або параболою, або гіперболою, або ж прямою  лінією. У зв'язку з цим, при «ручному» варіанті підбору кращої функції, можна обмежитися тільки  цими  трьома моделями.
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  виглядає таким чином:     
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· гіпербола 
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має наступний вигляд:
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· парабола другого порядку 
[image: image11.wmf]U

C

C

=

+

×

+

×

a

b

c

2

виглядає так:
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Неважко відмітити, що в нашому прикладі краще всього тенденцію зміни врожайності соняшнику за аналізованих 10 років характеризує пряма лінія, тому рівнянням регресії буде рівняння прямої  - 
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Третя процедура МНК.  Розраховуються параметри регресійного рівняння, що характеризує дану лінію, або іншими словами, визначається аналітична формула, що описує кращу модель тренда.
Знаходження значень параметрів рівняння регресії, в нашому випадку параметрів 
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є серцевиною МНК. Даний процес зводиться до вирішення системи нормальних рівнянь. У свою чергу, будь-яка система нормальних рівнянь для всіх видів залежностей будується за наступною схемою:
По-перше, визначаються коефіцієнти при невідомих параметрах у виявленому рівнянні прямої лінії 
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. Коефіцієнт при параметрі 
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рівний 1, а при параметрі 
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рівний
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По-друге, рівняння прямої по черзі, спочатку умножається на коефіцієнт при параметрі
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а потім на коефіцієнт при параметрі
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. Таким чином, виходить два рівняння: перше -
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По-третє, в перше рівняння з таблиці початкових даних попарно, у відповідність з номером спостереження,  підставляються абсолютно всі значення
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. Виходить 10-ть рівнянь типу: 
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 і так далі до десятого -  
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. Після чого, всі ці рівняння складаються, і виходить одне сумарне нормальне рівняння:              

[image: image30.wmf]å

å

C

×

+

×

=

U

b

п

a


Потім, в друге рівняння з таблиці початкових даних точно також, у відповідність з номером спостереження,  підставляються абсолютно всі значення
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. Виходить знову таки 10-ть рівнянь: 
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 і так далі до десятого  -       
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. Після чого, всі ці рівняння складаються, і виходить ще одне нормальне рівняння:              
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По-четверте, створюється система, що складається з двох нормальних рівнянь:
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яка досить легко вирішується методом Гауса. Нагадаємо, що в результаті рішення, в нашому прикладі, знаходяться значення параметрів 
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Таким чином, знайдене рівняння регресії матиме наступний вигляд:
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На цьому процедури МНК закінчені.
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