Тема:  «Інтерпретація результатів багатофакторного моделювання»
Приклад. Реклама в журналах.
	Назва журналу
	Y, тариф (одна сторінка кольорової реклами), дол.
	X1, планована аудиторія, тис. чоловік
	Х2, відсоток чоловіків
	Х3, медіана доходу сім'ї, поділ

	Audubon
	25 315
	1645
	51,1
	38 787

	Better Homes & Gardens
	198 000
	34 797
	22,1
	41933

	Business Week
	103300
	4760
	68,1
	63 667

	Cosmopolitan
	94100
	15 452
	17,3
	44 237

	Elle
	55 540
	3735
	12,5
	47 211

	Entrepreneur
	40 355
	2 476
	60,4
	47 579

	Esquire
	51559
	3037
	71,3
	44 715

	Family Circle
	147 500
	24 539
	13,0
	38 759

	first For Women
	28 059
	3 856
	3,6
	43 850

	Forbes
	59 340
	4191
	68,8
	66 606

	Fortune
	60800
	3 891
	68,8
	58 402

	Glamour
	85 080
	10891
	7,8
	46331

	Goff Digest
	98760
	6 250
	78,9
	61323

	Good Housekeeping
	166 080
	25 306
	12,6
	38 335

	Gourmet
	49 640
	4484
	29,6
	57 060

	Harper's Bazaar
	52 805
	2 621
	11,5
	44 992

	Inc.
	70 825
	2166
	66,9
	72493

	Kiplinger's Personal Finance
	46580
	3332
	65,1
	63 876

	Ladies' Home Journal
	127 000
	17040
	6,8
	38442

	Life
	63 750
	14 220
	46,9
	41770

	Mademoiselle
	55 910
	4804
	8,0
	46694

	Martha Stewart's Living
	93 328
	4 849
	16,6
	61890

	McCalls
	113120
	16301
	7,6
	33 823

	Money
	98 250
	9805
	60,6
	60549

	Motor Trend
	79 800
	5 281
	88,5
	48 739

	National Geographic
	159345
	32158
	53,0
	44 326

	Natural History
	20180
	1775
	45,0
	41499


	Newsweek
	148 800
	20 720
	53,5
	53 025

	Parents Magazine
	72 820
	12064
	18,2
	39369

	РС Computing
	40 675
	4606
	67,0
	57 916

	People
	125 000
	33 668
	34,0
	46171

	Popular Mechanics
	78685
	9036
	86,9
	40802

	Reader's Digest
	193000
	51925
	42,4
	38 060

	Redbook
	95 785
	13 212
	8,9
	41 156

	Rolling Stone
	78 920
	8 638
	59,8
	43 212

	Runner's World
	36 850
	2 078
	62,9
	60 222

	Scientific American
	37 500
	2 704
	70,0
	62372

	Seventeen
	71 115
	5 738
	17,0
	37 034

	Ski
	32 480
	2 249
	64,5
	58 629

	Smart Money
	42 900
	2 224
	63,4
	57170

	Smithsonian
	73 075
	8 253
	47,9
	50872

	Soap Opera Digest
	35 070
	7 227
	10,3
	31835

	Sports Illustrated
	162 000
	21602
	78,8
	45 897

	Sunset
	56 000
	5 276
	38,7
	52 524

	Teen
	53 250
	3 057
	15,4
	42640

	The New Yorker
	62 435
	3 223
	48,9
	49672

	Time
	162 000
	22 798
	52,4
	49166

	True Story
	17100
	3582
	12,2
	15734

	TV Guide
	146400
	40917
	42,8
	37 396

	U.S. News & World Report
	98 644
	9 825
	57,5
	52 018

	Vanity Fair
	67 890
	4 307
	27,7
	52189

	Vogue
	63 900
	8434
	12,9
	44 242

	Woman's Day
	137 000
	22 747
	6,7
	38463

	Working Woman
	87 500
	3312
	6,3
	44 674

	YM
	73 270
	3109
	14,4
	43 696

	Середнє значення
	83 534
	10913
	39,7
	47 710

	Середньоквадратичне  відхилення
	45446
	11212
	25,9
	10 225


Тарифи на розміщення рекламних оголошень в журналах визначаються кожним журналом самостійно. Чим пояснюються відмінності в тарифах? Можливо, тут якимсь чином враховується цінність рекламного оголошення для рекламодавця. Журнали, що мають в своєму розпорядженні більшу читацьку аудиторію (за рівних інших умов), напевно, мають право встановлювати великі тарифи. Крім того, журнали, розраховані на спроможніші круги читачів, також мають право встановлювати вищі тарифи. Незважаючи те що напевно є та інші, не менш важливі чинники, ми обмежимося лише вказаними двома, додавши до них ще один — переваги людей різної підлоги, і з'ясуємо, чи змінюють журнали свої тарифи залежно від співвідношення чоловіків і жінок в їх читацькій аудиторії. Відповіді на деяких з цих питань можна отримати за допомогою множинного регресійного аналізу. Такий аналіз допоможе нам пояснити вплив на тарифи таких чинників, як величина читацької аудиторії, структура читацької аудиторії по підлозі і доходи читачів.
У табл. 3 представлена відповідна багатовимірна сукупність даних, яку нам належить проаналізувати. Як змінній У (з'ясовною) ми розглядатимемо вартість однієї сторінки одноразової повнокольорової реклами. Пояснюючими змінними будуть Х1, читацька аудиторія (планована в тисячах чоловік), Х2, відсоток чоловіків серед планованої аудиторії, і Х3, медіана доходу сім'ї. Розмір вибірки n = 55.
У табл. 1 представлений комп'ютерний роздрук результатів аналізу множинної регресії. Наприклад, за допомогою Excel можна виконати аналіз множинної регресії. Знайдіть пункт Data Analysis (Аналіз даних) в меню Tools (Сервіс) і виберіть команду Regression (Регресія). Якщо в меню Tools (Сервіс) відсутній пункт Data Analysis (Аналіз даних), то спочатку переконаєтеся, що ви вибрали елемент електронної таблиці (а не графік, наприклад). Якщо ви все ж таки не можете знайти Data Analysis (Аналіз даних), пошукайте пункт меню Add-Ins (Надбудови) і поставте відмітку біля Analysis ToolPak (Пакет аналізу). Якщо це не допоможе, то, мабуть, необхідно переустановити Excel. 
Таблиця 1. Результат множинною регресійного аналізу тарифів на розміщення реклами в журналах (обчислення зроблені в Excel)
	ВИВЕДЕННЯ ПІДСУМКІВ
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Регресійна статистика
	
	
	
	
	

	Множествен. R
	0,887
	
	
	
	
	

	R-квадрат
	0,787
	
	
	
	
	

	Нормований 
R-квадрат
	0,775
	
	
	
	
	

	Стандартна помилка
	21577,870
	
	
	
	
	

	Спостереження
	55
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Дисперсійний аналіз
	
	
	
	
	

	
	df
	SS
	MS
	F
	Значущість F
	

	Регресія
	3
	87780733202
	29260044401
	62,843
	0,000000
	

	Залишок
	51
	23745829151
	465604493
	
	
	

	Разом
	54
	111525962353
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	Коефіцієнти
	Стандартна помилка
	t-статистика
	P-значение
	Ніжніє 95%
	Верхні 95%

	Y-пересечение
	4042,799
	16884,039
	0,239
	0,812
	-29853,298
	37938,895

	Змінна X 1
	3,788
	0,281
	13,484
	0,000
	3,224
	4,352

	Змінна X 2
	-123,634
	137,849
	-0,897
	0,374
	-400,377
	153,108

	Змінна X 3
	0,903
	0,370
	2,442
	0,018
	0,161
	1,645

	
	
	
	
	
	
	


Коефіцієнти регресії і рівняння регресії
Зрушення, або постійний член, а, і коефіцієнти регресії, b1, b2, і b3, обчислюються комп'ютером з використанням методу найменших квадратів. 
Серед всіх можливих варіантів рівняння регресії з різними значеннями цих коефіцієнтів саме рівняння, знайдене таким методом, забезпечує мінімальну суму квадратів помилок прогнозування для вибірки, що розглядається нами, журналів. Рівняння регресії (або рівняння прогнозування) має наступний вигляд:
(прогнозований тариф на розміщення реклами) = а + b1X1 + b2X2 + b3X3 =
= $4043 + 3,79(читацька аудиторія) – 124(відсоток чоловіків)+ 0,903(медіана доходу).
Зрушення, а = $4 043, інтерпретується таким чином: типовий тариф на розміщення односторінкового кольорового рекламного оголошення в журналі, у якого немає платних підписчиків, немає чоловіків серед читачів і читачі не мають доходу, складає $4043. Проте в сукупності даних, що розглядається нами, немає подібних журналів, тому зрушення, а, слід розглядати лише як допоміжну величину, необхідну для отримання оптимальних прогнозів, але не інтерпретувати це значення так буквально.
Коефіцієнти регресії інтерпретуються як вплив кожній із змінних на розмір тарифу, якщо всі інші незалежні («що пояснюють») змінні залишаються незмінними. Часто це значення включає «поправку на» інші незалежні змінні, або «контроль» цих інших незалежних змінних. Тому коефіцієнт регресії для конкретної X-переменной може змінюватися (іноді значно) в результаті включення в аналіз або виключення інших Х- змінних. Зокрема, кожен коефіцієнт регресії визначає середнє збільшення тарифу на розміщення реклами, що доводиться на одиничне збільшення відповідною йому Х- змінної (в даному випадку термін «одиничне» означає одну одиницю вимірювання конкретної Х- змінної).
Коефіцієнт регресії для розміру читацької аудиторії, b1=3,79, указує, що – за всіх інших рівних умов – журнал з додатковою тысячью читачів (оскільки у нас X1 вимірюється в тисячах чоловік) бере (в середньому) на $3,79 більше розміщення односторінкового кольорового рекламного оголошення. Можна також вважати, що коефіцієнт регресії для розміру читацької аудиторії означає, що кожен додатковий читач збільшує для цього журналу тариф на розміщення рекламних оголошень на $0,00379, тобто збільшення складає трохи менше половини цента на одну людину. Тому, якщо у якогось іншого журналу такий же відсоток читачів-чоловіків і такий же показник медіани доходу сім'ї читачів, але читацька аудиторія на 3548 чоловік більша, то можна чекати, що тариф на розміщення рекламних оголошень в цьому журналі буде (в середньому) на 3,79   3,548 = $13,45 більше завдяки такій відмінності розміру читацької аудиторії.
Коефіцієнт регресії для відсотка чоловіків, b2 = -124, указує, що (за всіх інших рівних умов) тариф на розміщення кольорових рекламних оголошень в журналі з додатковим 1% читачів-чоловіків опиниться (в середньому) на $124 менше. Це означає, що читачки представляють для журналу велику цінність, чим читачі-чоловіки. Статистичний вивід повинен підтвердити або спростувати цю гіпотезу шляхом порівняння величини впливу відсотка чоловіків (тобто -$124) з тим, на що можна було б розраховувати, якби за даних обставин все визначалося лише чистою випадковістю.
Коефіцієнт регресії для медіани доходу, b3 = 0,903, указує, що (за всіх інших рівних умов) в журналі з додатковим доларом медіани доходу його читачів тариф на розміщення односторінкового кольорового рекламного оголошення буде (в середньому) на $0,903 більше. Позитивний знак цього коефіцієнта абсолютно виправданий, оскільки люди з вищим рівнем доходів можуть дозволити собі витрачати більше на покупку рекламованої продукції. Якщо у якогось іншого журналу такий же відсоток читачів-чоловіків і така ж величина читацької аудиторії, але медіана доходу сімей читачів на $4 000 вища, то можна чекати, що тариф цього журналу на розміщення рекламних оголошень буде на 0,903   4000 = $3612 вище (в середньому) завдяки вищому рівню доходів його читачів.
Пам'ятаєте, що коефіцієнти регресії відображають вплив на Y одній X- змінної за умови, що все інші Х- змінні залишаються незмінними. Це слід розуміти буквально. 
Наприклад, коефіцієнт регресії b3 відображає вплив медіани доходу читачів на рекламні тарифи; він обчислюється при незмінних величинах читацької аудиторії і відсотка читачів-чоловіків. У такому разі вищі рівні доходів читачів, як правило, ведуть до встановлення вищих тарифів на розміщення рекламних оголошень (оскільки b3 є позитивним числом) – при фіксованих розмірі читацької аудиторії і відсотку читачів-чоловіків.
Яким був би цей взаємозв'язок, якби решта змінних (розмір читацької аудиторії і відсоток читачів-чоловіків) не фіксувалася на постійному рівні? На це питання можна відповісти, проаналізувавши звичайний коефіцієнт кореляції (або коефіцієнт регресії, прогнозуючий Y на підставі тільки одній цій Х- змінної), обчислений тільки для двох змінних: тарифу і медіани доходу. У нашому випадку вище значення медіани доходу фактично асоціюється з нижчим тарифом (кореляція тарифу і медіани доходу є негативною: -0,167)! Чим це пояснити? Цілком прийнятне пояснення полягає в тому, що журнали, що орієнтуються на читачів з вищим середнім рівнем доходів, не в змозі забезпечити собі масову аудиторію через те, що багатих людей серед населення країни в цілому не так вже багато. Якщо ж ця читацька аудиторія багатих людей виявиться дуже невеликою, це може взагалі спотворити ефект впливу високого рівня доходів з розрахунку на одного читача.
Прогнози
Рівняння прогнозування, або рівняння регресії, визначається в наступному вигляді:
прогнозоване значення Y = а + b1X1 + b2X2 + ... + bkXk
У нашому прикладі з рекламними оголошеннями в журналах, щоб знайти прогнозовану величину тарифу на розміщення рекламних оголошень виходячи з величини читацької аудиторії, відсотка читачів-чоловіків і медіани доходу читачів для конкретного журналу, подібного тим, які складають вибірку даних, що розглядається нами, підставимо в рівняння прогнозування відповідні цьому журналу значення Х- змінних:
(прогнозований тариф на розміщення реклами) = а + b1X1 + b2X2 + b3X3 =
= $4043 + 3,79(читацька аудиторія) – 124(відсоток чоловіків)+ 0,903(медіана доходу).
Допустимо, наприклад, що ви збираєтеся заснувати новий журнал, «Популярна статистика», який розрахований на читацьку аудиторію порядка 900000 чоловік, 55% яких складатимуть жінки, а медіана доходу його читачів рівна $50000. Дані в рівняння прогнозування необхідно підставити в тій же формі, що і в початковій сукупності даних (тобто тій, виходячи з якої і будувалося рівняння регресії): X1 = 900 (читацька аудиторія в тисячах чоловік), X2 = 45 (відсоток чоловіків) і X3 = $50000 (медіана доходу). Прогнозоване значення для цієї ситуації визначається таким чином:
прогнозований тариф на розміщення реклами в журналі «Популярна статистика» =
= 4043 +3,79(читацька аудиторія) –124(відсоток чоловіків) +0,903(медіана доходу) =
= 4043 + 3,79 ( 900 – 124  45 + 0,903  50000 = $47024.
Зрозуміло, розраховувати на те, що тариф на розміщення реклами в журналі складе рівно $47024, не доводиться. По-перше, навіть між журналами, даними про яких ми розташовуємо, спостерігаються випадкові коливання, тому прогнози не є ідеальними навіть для них. По-друге, прогнози можуть бути корисні лише в тій мірі, в який прогнозований журнал подібний до журналів, що належать до початкової сукупності даних. Якщо мова йде про новому журналі, то тариф на розміщення реклами в цьому журналі може визначатися не так, як для журналів з вже сталою репутацією, які ми використовували для побудови рівняння регресії.
За допомогою цього рівняння можна також прогнозувати тарифи для журналів, що належать до початкової сукупності даних. У першого журналу, «Audubon» X1 = 1645 (читацька аудиторія рівна приблизно 1,6 мільйона чоловік), X2 = 51,1 (тобто 51,1% читачів цього журналу — чоловіки) і X3 = 38787 (медіана річного доходу читачів цього журналу складає $38787). Прогнозоване значення для цього журналу можна знайти по наступній формулі:
прогнозований тариф на розміщення реклами в журналі «Audubon»  =
=  4043 +3,79(читацька аудиторія) –124(відсоток чоловіків) +0,903(медіана доходу) =
= 4043 + 3,79 ( 1 645 – 124  51,1 + 0,903  38787 = $38966.
Залишок,   або   помилка   прогнозування,   визначається   по   формулі:   Y – (прогнозоване значення Y). 
Для журналу, що належить до початкової сукупності даних, цей показник дорівнює фактичному тарифу мінус прогнозований   тариф.   Для   журналу  «Audubon»   фактичний   тариф   складає $25315, а прогнозований тариф – $38966. Таким чином, помилка прогнозування рівна 25315 – 38966 = –$13651. Негативний залишок указує на те, що фактичний тариф менше прогнозованого (у разі журналу Audubon приблизно на $14000). Для багатьох з нас $14000 – величезні гроші; непогано б поглянути на інші помилки прогнозування, щоб зрозуміти, якою мірою прогнозування відображає реальну ситуацію. Чому рекламні тарифи в журналі Audubon опинилися набагато менше їх очікуваної величини? Швидше за все, тому, що для прогнозування використовувалося лише до = 3 з безлічі можливих чинників, що впливають на величину рекламних тарифів (до того ж багато хто з цих чинників не дуже зрозумілий і їх досить складно зміряти).
Наскільки хороші наші прогнози? 
Цей розділ слід розглядати в основному як огляд, оскільки стандартне відхилення оцінки, Se, і коефіцієнт детерміації, R2, мають для множинної регресії, взагалі кажучи, ту ж інтерпретацію, що і для простій (парною) регресії. Єдина відмінність полягає в тому, що ваші прогнози тепер базуються на декількох X- змінних. Але все залишається дуже схоже, оскільки ви як і раніше прогнозуєте тільки одну змінну Y. 
