Тема: «Двохфакторна лінійна модель: прогноз одного чинника на підставі іншого»
План:
1) Коефіцієнт кореляції.
2) Діаграма розсіяння.
3) Регресійний аналіз.
4) Перевірка надійності регресійної моделі.
5) Прогнозування.
1.

Трьома основними цілями аналізу двовимірних даних, представлених парами (Х, У), є: (1) опис і розуміння взаємозв'язку, (2) прогнозування і прогноз нового спостереження і (3) коректування і управління процесом.
Кореляційний аналіз дозволяє зробити вивід про силу взаємозв'язку, а регресійний аналіз використовується для прогнозування однієї змінної на підставі іншої (як правило, У на підставі X).
Двовимірні дані аналізують з використанням діаграми розсіяння в координатах У і X, яка дає візуальне уявлення про взаємозв'язок в даних. Кореляція, або точніше лінійний коефіцієнт кореляції (г), є безрозмірне (що не має одиниць вимірювання) число в діапазоні від -1 до 1, яке характеризує силу взаємозв'язку. Рівність коефіцієнта кореляції 1 свідчить про ідеальний взаємозв'язок у вигляді прямої лінії з нахилом вгору. Рівність коефіцієнта кореляції -1 свідчить про ідеальний взаємозв'язок у вигляді нахиленої вниз (негативно) прямої лінії. Коефіцієнт кореляції говорить про те, наскільки близько до цієї нахиленої прямої лінії розташовані точки діаграми, проте він не характеризує крутизну нахилу цієї лінії. Формула обчислення коефіцієнта кореляції для тих, хто уміє користуватися Excel має наступний вигляд:
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Коваріація X і У є чисельником у формулі для коефіцієнта кореляції. Оскільки одиниці вимірювання коваріації важко інтерпретувати, зручніше працювати з коефіцієнтом кореляції.
Кореляцію не можна розглядати як причинну обумовленість. Коефіцієнт кореляції характеризує зв'язок між числами, але не пояснює її. Кореляція може бути викликана тим, що змінна X впливає на У, або тим, що змінна У впливає на X. Крім того, кореляція може бути викликана також тим, що на X і У впливає якийсь прихований "третій чинник", що створює враження зв'язку між X і У. Терміном помилкова кореляція позначають високу кореляцію, яка виникає завдяки дії деякого третього чинника.
2.
При аналізі двовимірної діаграми розсіяння можна виявити різні взаємозв'язки. Простою, з погляду аналізу, є лінійний взаємозв'язок, який виражається в тому, що крапки на діаграмі розсіяння з постійним розкидом групуються випадковим чином уздовж прямої лінії. Діаграма свідчить про відсутність взаємозв'язку, якщо крапки розміщені випадково і при переміщенні зліва направо неможливо виявити який-небудь ухил (ні вгору, ні вниз). Двовимірна діаграма розсіяння характеризується нелінійним взаємозв'язком, якщо крапки на ній групуються уподовж кривою, а не прямій лінії. Оскільки кількість видів кривих практично безмежно, аналіз нелінійного взаємозв'язку виявляється набагато складнішим, проте взаємозв'язок можна наблизити до лінійної, застосувавши до даних відповідне перетворення. Проблема нерівної варіації виникає тоді, коли при переміщенні по горизонталі на діаграмі розсіяння варіація крапок по вертикалі сильно міняється. Нерівна варіація призводить до зниження надійності коефіцієнта кореляції і регресійного аналізу. Проблему нерівної варіації можна вирішити за допомогою відповідних перетворень даних або з допомогою, так званій зваженій регресії. Проблема кластеринга (розділення сукупності на групи однорідніших об'єктів) виникає у разі освіти на діаграмі розсіяння окремих, яскраво виражених груп крапок; у таких випадках кожну групу слід аналізувати окремо. Деяка точка даних є викидом (значенням, що різко відхиляється), якщо вона не відповідає взаємозв'язку між рештою даних; значення, що різко відхиляються, можуть спотворити статистичні характеристики двовимірної сукупності даних.
3.

Регресійний аналіз полягає в прогнозуванні однієї змінної на підставі іншої. Лінійний регресійний аналіз прогнозує значення однієї змінної на підставі іншої за допомогою прямої лінії. Нахил цієї лінії, виражається в одиницях вимірювання У на одну одиницю X і характеризує крутизну підйому або спуску (якщо b негативне) лінії. Зрушення, а, рівний значенню, яке приймає У при X, рівному 0. Рівняння прямої лінії має наступний вигляд:
Y = Зрушення + (Нахил)(Х) = а + bХ .
Лінія найменших квадратів характеризується найменшою зі всіх можливих ліній сумою зведених в квадрат помилок прогнозування по вертикалі і використовується як краща лінія прогнозування, заснована на даних. Нахил цієї лінії, b, називають також коефіцієнтом регресії У по X, а зрушення а (відрізок відсікається на осі У) називають також постійним членом регресії. Нижче приведені рівняння для нахилу і зрушення, відповідні лінії найменших квадратів. 
Нахил рівний:                                    
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Зрушення рівне:                      
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Формула для лінії найменших квадратів має наступний вигляд:
Прогнозоване значення У рівно:
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Прогнозоване значення для У при заданому значенні X визначається шляхом підстановки цього значення X в рівняння для лінії найменших квадратів. Кожна з точок даних характеризується залишком – помилкою прогнозування, вказуючою, наскільки вище або нижче за лінію знаходиться крапка.
4.

Існують дві міри відповідності лінії найменших квадратів наявним даним. Стандартна помилка оцінки (або прогнози), яку позначають 
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приблизно указує величину помилок прогнозування (залишків) для наявних даних в тих же одиницях, в яких зміряна і змінна У. Соответствующие формули приведені нижче.
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 (для обчислення)
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 (для інтерпретації).
Значення 
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часто зване коефіцієнтом детерміації, говорить про те, який відсоток варіації У пояснюється поведінкою X.
Довірчі інтервали і перевірка гіпотез для коефіцієнта регресії пов'язані з певними припущеннями щодо аналізованої сукупності даних, які повинні гарантувати, що вона складається з незалежних спостережень, що характеризуються лінійним взаємозв'язком з рівною варіацією і приблизно нормально розподіленою випадковістю. По-перше, ці дані повинні бути довільною вибіркою з тієї, що цікавить нас генеральній сукупності. По-друге, лінійна модель указує, що спостережуване значення У визначається взаємозв'язком в генеральній сукупності плюс випадкова помилка, що має нормальний розподіл. Існують параметри генеральної сукупності, відповідні нахилу і зрушенню лінії найменших квадратів, побудованої на даних вибірки:
Y = (б+вХ)+е =
= (Взаємозв'язок в генеральній сукупності) + випадковість.
де е має нормальний розподіл з середнім значенням, рівним 0, і постійним стандартним відхиленням у.
Статистичні виводи (використання довірчих інтервалів і перевірки статистичних гіпотез) щодо коефіцієнтів лінії найменших квадратів грунтуються, як завжди, на їх стандартних помилках і значеннях з t-таблицы для п - 2 мір свободи. Стандартна помилка коефіцієнта нахилу 
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указує приблизну величину відхилення оцінки нахилу, b (коефіцієнт регресії, обчислений на основі даних вибірки), від нахилу в генеральній сукупності, в, викликаного випадковим характером вибірки. Стандартна помилка зрушення 
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указує приблизно, наскільки далеко оцінка зрушення а отстоит від дійсного зрушення б в генеральній сукупності. Відповідні формули виглядають таким чином:
стандартна помилка коефіцієнта регресії b:
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стандартна помилка зрушення:
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Довірчий інтервал для нахилу в генеральній сукупності, в:
від 
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Довірчий інтервал для зрушення в генеральній сукупності, би:
від 
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Один із способів перевірки, чи є виявлений взаємозв'язок між X і У реальної або це просто випадковий збіг, полягає в порівнянні в із заданим значенням в0 = 0. Про значущий зв'язок можна говорити в тому випадку, якщо 0 не потрапляє в довірчий інтервал, що базується на b і Sb, або якщо абсолютне значення t = b/Sb перевершує відповідне t-значение в t-таблице. 
t – таблиця  (t - критерій Стьюдента)
	Довірчий інтервал

	Двосторонній
	80%
	90%
	95%
	98%
	99%
	99,8%
	99,9%

	Односторонній
	90%
	95%
	97,5%
	99%
	99,5%
	99,9%
	99,95%

	Рівень значущості перевірки гіпотези

	Двосторонній тест
	0,20
	0,10
	0,05
	0,02
	0,01
	0,002
	0,001

	Односторонній тест
	0,10
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	0,001
	0,0005

	В цілому: міри свободи
	Критичні значення t

	1
	3,078
	6,314
	12,706
	31,821
	63,657
	318,309
	636,619

	2
	1,886
	2,920
	4,303
	6,965
	9,925
	22,327
	31,599

	3
	1,638
	2,353
	3,182
	4,541
	5,841
	10,215
	12,924

	4
	1,533
	2,132
	2,776
	3,747
	4,604
	7,173
	8,610

	5
	1,476
	2,015
	2,571
	3,365
	4,032
	5,893
	6,869

	6
	1,440
	1,943
	2,447
	3,143
	3,707
	5,208
	5,959

	7
	1,415
	1,895
	2,365
	2,998
	3,499
	4,785
	5,408

	8
	1,397
	1,860
	2,306
	2,896
	3,355
	4,505
	5,041

	9
	1,383
	1,833
	2,262
	2,821
	3,250
	4,297
	4,781

	10
	1,372
	1,812
	2,228
	2,764
	3,169
	4,144
	4,587

	11
	1,363
	1,796
	2,201
	2,718
	3,106
	4,025
	4,437

	12
	1,356
	1,782
	2,179
	2,681
	3,055
	3,930
	4,318

	13
	1,350
	1,771
	2,160
	2,650
	3,012
	3,852
	4,221

	14
	1,345
	1,761
	2,145
	2,624
	2,977
	3,787
	4,140

	15
	1,341
	1,753
	2,131
	2,602
	2,947
	3,733
	4,073

	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.

	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.

	38
	1,304
	1,686
	2,024
	2,429
	2,712
	3,319
	3,566

	39
	1,304
	1,685
	1,023
	2,426
	2,708
	3,313
	3,558

	Нескінченність
	1,282
	1,645
	1,960
	2,326
	2,576
	3,090
	3,291


Ця перевірка еквівалентна перевірці значущості коефіцієнта кореляції і означає, по суті, те ж саме, що і F-тест для випадку, коли рівняння містить тільки одну змінну X. Зрозуміло, будь-яким з коефіцієнтів (а або b) можна порівняти з будь-яким відповідним заданим значенням, скориставшись одно- або двосторонньою перевіркою (залежно від конкретних обставин) і з використанням тих же методів перевірки, що були розглянуті для середнього генеральній сукупності.
5.

Для прогнозування середнього значення нового спостереження У за умови, що X = Х0 (де Х0 – параметр, що цікавить дослідника, X, який ще жодного разу не зустрічався в буденній практиці), невизначеність прогнозу оцінюють за допомогою стандартної помилки прогнозу S(прогнозоване Y/X0),  яка також має п – 2 мір свободи. Це дозволяє побудувати довірчі інтервали і перевірити гіпотези для нового спостереження:
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Довірчий інтервал для прогнозованого середнього значення У при заданому значенні Х0 має наступний вигляд:
від 
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до 
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