
Сегодня в любой области экономики (управлении, финансово-кредитной сфере, маркетинге, 
учете, аудите) специалистам приходится работать в условиях недостатка информации и неполноты 
исходных данных. Анализ такой информации требует специальных методов, основанных на эконо-
метрических моделях, концепциях и приемах. Для того чтобы их использовать, необходимо знание 
эконометрии.  

Термин «эконометрия» впервые был использован бухгалтером П.Цьемпой (Австро-Венгрия, 
1910 г.) который считал, что если к данным бухгалтерского учета применить методы алгебры и гео-
метрии, то будет получено новое, более глубокое представление о результатах хозяйственной дея-
тельности. Такая концепция не прижилась, но название «эконометрия» было использовано для опре-
деления нового направления в экономической науке, которое выделилось в 1930 г.  

К 30-м годам CC века сложились все предпосылки для выделения эконометрики в отдельную 
науку. Специалисты, занимающиеся развитием эконометрической науки, должны были использовать 
в той или иной степени математику и статистику. Поэтому возникла необходимость появления нового 
термина, объединяющего все исследования в этом направлении. 

В современной мировой науке общепринятым стал термин «эконометрика». Слово «экономет-
рика» представляет собой комбинацию двух слов: «экономика» и «метрика» (греч. metron – мера). 
Таким образом, определяет эконометрику можно определить как науку, которая устанавливает коли-
чественное выражение связей и соотношений, раскрытых и обоснованных экономической теорией. 
Й.Шумпетер (1883-1950), считал, что данная дисциплина должна называться «экономометрика». Со-
ветский ученый А.Л.Вайнштейн (1892-1970), полагал, что название настоящей науки должно основы-
ваться на греческом слове metreo (измеряю). Соответственно, необходимо использовать название 
«эконометрия».  

Зарождение эконометрики является следствием междисциплинарного подхода к изучению эко-
номики. Эта наука возникла в результате взаимодействия экономической теории, статистических и 
математических методов. В дальнейшем к ним присоединилась вычислительная техника как необхо-
димое условие развития эконометрики. 
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Производственная функция Кобба-Дугласа. 
Классический пример эконометрического моделирования – производственная функция Кобба-

Дугласа.  
Американский экономист Пол Дуглас в 30-е годы ХХ в. наблюдал за данными перерабаты-

вающей промышленности США на протяжении двадцати лет и заметил зависимость между экономи-
ческими показателями. При этом он заметил, что расстояния от точек графика показателей выпуска 
до точек графиков показателей затрат труда и капитала составляют постоянную пропорцию. Он не 
сумел определить функцию, описывающую эту зависимость, и обратился в 1927 году к математику 
Чарльзу Коббу. Кобб предложил следующую функцию: 
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где Y  – объем выпуска продукции;  
       – основной капитал (капитальные затраты);  К
      L  – затраты труда;  
       и a  – параметры модели, определяемые на основе эмпирических данных.  a
Для оценки неизвестного параметра функции (1) Кобб и Дуглас использовали индексы реаль-

ного объема производства, реальных капитальных затрат и реальных затрат труду за период 
1899-1922 гг. По их оценке α = .  1
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Так родилась функция Кобба–Дугласа (Cobb-Douglas cost function (CDСF)), принадлежащая к 

наиболее известным производственным функциям, широко применяемым в экономических исследо-
ваниях, особенно на макроуровне. 

 
Название «эконометрика» впервые было введено в 1926 г. норвежским экономистом и стати-

стом Рагнаром Фришем (Frisch). Поэтому, можно сказать, что эконометрия – сравнительно молодая 
отрасль науки. 29 декабря 1930 г. по инициативе И.Фишера (1867-1947), Р.Фриша, Я.Тинбергена 
(1903-1995), Й.Шумпетера, О.Андерсона (1887-1960) и других ученых на заседании Американской 
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ассоциации развития науки (США, Кливленд, штат Огайо) было создано эконометрическое общество, 
на котором норвежский ученый Р.Фриш дал новой науке название «эконометрика». Созданное Эко-
нометрическое товарищество обозначило себя так: «Международное товарищество для развития эко-
нометрической теории и ее связь со статистикой и математикой». С 1933 г. под редакцией Р.Фриша 
издается журнал «Эконометрия». В первом номере этого журнала было размещено заявление Эконо-
метрического товарищества: 

«…наша главная цель - способствовать исследованиям, которые направлены на унификацию 
теоретико-количественного и эмпирико-количественного подходов к экономическим проблемам…». 

Там же было дано следующее определение эконометрики: «Эконометрика – это не то же са-
мое, что экономическая статистика. Она не идентична и тому, что мы называем экономической тео-
рией, хотя значительная часть этой теории носит количественный характер. Эконометрика не являет-
ся синонимом приложений математики к экономике. Как показывает опыт, каждая из трех отправных 
точек – статистика, экономическая теория и математика – необходимое, но не достаточное условие 
для понимания количественных соотношений в современной экономической жизни. Это единство 
всех трех составляющих. И это единство образует эконометрику» 

Основатели эконометрии – Р. Фриш, Я. Тинберген, Е. Шумпетерт – первоначально ограничи-
вались изучением некоторых моделей спроса и предложения. Только после Второй мировой войны 
были построены комплексные эконометрические модели на макроуровне, в которых основное внима-
ние уделялось спросу, финансовому состоянию и налогам, прибыли, ценам и т. д. 

С 1969 года ежегодно присуждается Нобелевская премия в области экономики. Среди лауреа-
тов исследователи, которые внесли значительный вклад в эконометрию. 

Рагнар Фриш (Норвегия) и Ян Тинберген (Нидерланды) разработали эконометрические мо-
дели принятия решений (премия 1969 года). Василий Леонтьев (СССР/США) предложил балансо-
вый метод в экономике (премия 1973 года). Леонид Канторович (СССР) разработал линейные эко-
номические модели производства и методы исследования операций (премия 1975 года). Теллинг 
Купманс (США) наряду с линейными экономическими моделями производства развил математико-
статистические методы в эконометрии (премия 1975 года). Лоуренс Клейн (США) работал над соз-
данием больших эконометрических моделей и их широким применением для анализа конъюнктурных 
колебаний и экономической политики (премия 1980 года). Герард Дебрю (США) внес фундамен-
тальный вклад в математизацию экономической теории (премия 1983 года). Тригве Хаавелмо (Нор-
вегия) внес большой вклад в исследования теоретико-вероятностных основ экономической методики, 
особенно в анализ одновременных экономических структур (премия 1989 года). премия 2000 г. – 
Дж.Хекману за развитие теории и методов анализа селективных выборок и Д.Макфаддену за разви-
тие теории и методов анализа моделей дискретного выбора. Энгл Роберт (Engle, Robert) (США) аме-
риканский экономист, специалист по методам анализа экономической статистики, лауреат 
Нобелевской премии по экономике 2003 «за методы анализа экономических временных рядов с изме-
няющейся во времени волатильностью (ARCH-модели)» и Клайв Гренджер – за создание метода 
коинтеграции (премия 2003 года). 

На современном этапе эконометрия динамично развивается и охватывает разнообразные сфе-
ры экономического знания. 

Курс «Эконометрика» является базовой дисциплиной подготовки бакалавров по экономиче-
ским специальностям и преподается во всех ведущих университетах мира. 

Объект курса «Эконометрия» – совокупность различных социально-экономических процес-
сов, протекающих в экономической системе. 

Предмет курса «Эконометрия» – эконометрические методы и модели, позволяющие опреде-
лить и изучить количественные взаимосвязи между социально – экономическими процессами и явле-
ниями. 

Цель курса «Эконометрия» – познакомиться с основными эконометрическими задачами, 
научиться формировать эконометрические модели различных уровней. 

Задача курса «Эконометрия» – построение и анализ основных эконометрических моделей, 
оценка параметров, проверка значимости модели, прогнозирование на основе построенной модели. 

Курс «Эконометрия» тесно связан с другими дисциплинами и базируется на фундаменте мате-
матических и экономических знаний. Учебный курс «Эконометрия» опирается на курсы «Микроэко-
номика», «Макроэкономика», «Статистика», «Теория вероятностей и математическая статистика», 
многомерные статистические методы и т.д. В свою очередь, курс «Эконометрия» выступает в качест-
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ве базы для курсов прикладной микро- и макроэкономики. Использование эконометрических методов 
позволяет осуществить проверку положений экономической теории. Таким образом, суть экономет-
рии – в синтезе экономический теории, экономической статистики и математики (рис. 1). 

Экономическая теория позволяет выявить объективно существующие (на качественном уров-
не) экономические законы и связи между экономическими показателями. Кроме того, экономическая 
теория помогает решать проблемы спецификации моделей с учетом их идентифицируемости. 

Экономическая статистика необходима для информационного обеспечения анализируемой 
эконометрической модели. 

 

 

ЭКОНОМЕТРИКА 

Экономическая теория 
(макро- и микроэкономика, 
математическая экономика)

Социально-экономи-ческая 
статистика  
(информационное обеспе-
чение экономических ис-
следований) 

Основы теории вероятно-
стей и математической 
статистики 

ИСТОЧНИКИ БАЗОВЫХ КОМПОНЕНТОВ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКОЙ НАУКИ 

 
Рис. 1  

 
Математика в эконометрии играет важную роль. Методы преподавания предусматривают по-

становку задачи, ее решение, а также анализ полученного решения. В эконометрии алгоритмы задач 
обязательно базируются на методах математической статистики (модели регрессионного анализа, за-
дачи проверки гипотез и др.) широко используется матричная алгебра и другие классические разделы 
математики. 

Кроме того, при изучении данного курса необходимо уметь использовать компьютерную тех-
нику, т.к. эконометрические расчеты достаточно громоздки и требуют высокой точности.  

Задачи, решаемые с помощью эконометрии можно классифицировать по трем параметрам: по 
конечным (прикладным) целям, по уровню иерархии и по профилю исследуемой экономической сис-
темы. 

По конечным прикладным целям выделяют: 
а) прогноз экономических и социально-экономических показателей, которые характеризуют 

состояние и поведение экономической системы; 
б) имитация возможных сценариев социально-экономического развития анализируемой сис-

темы.  
По уровню иерархии анализируемой экономический системы выделяют: 
а) макроуровень, т.е. страны в целом, межстрановой анализ; 
б) мезороуровень – регионы внутри страны, отрасли, корпорации и т.д.;  
в) микроуровень – предприятия, фирмы, семьи. 
По профилю эконометрического моделирования: исследование может быть направлено на 

решение проблем спроса и предложения, ценообразования, инвестиционной, финансовой или соци-
альной политики или на решение определенного комплекса проблем.  

Понятие эконометрической модели 
 

Эконометрия - один из разделов экономической науки, изучающий методы количественного 
измерения взаимосвязей, существующих между анализируемыми экономическими показателями. 
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Термин эконометрия обозначает измерения в экономике. На самом деле измерения являются 
важной частью эконометрии, однако, не все измерения в экономике принадлежат эконометрии. Да-
дим следующее определение этой науки. 

Эконометрия изучает методы оценивания параметров моделей, характеризующих количест-
венную взаимосвязь между экономическими показателями, а также рассматривает основные на-
правления применения этих моделей в экономических исследованиях. 

Из определения эконометрии как одного из направлений экономико-математических методов 
анализа следует, что ее основная цель – это модельное (количественное) выражение качественных 
закономерностей, определяемых экономической теорией. При этом под математической моделью 
понимают выражение формальной зависимости в виде математических соотношений, которые отра-
жают взаимосвязь между определенными факторами. Экономико-математическая (эконометриче-
ская) модель - это математическая модель, описывающая исследуемую экономическую систему.  
 

ПРИМЕР _________________________________________________________________________ 

Простая макроэкономическая модель. 
 Рассмотри следующую макроэкономическую модель: 
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t0 1 2 -1 1t t tC Y Сα α α ε= + + + , 

0 1 2 -1 2t t tI Y Y tβ β β ε= + + + ,                                              (1.1) 

0 1t tT Y 3tγ γ ε= + + , 

t t tY С I Gt= + + , 
 

где  - потребление;  - доход;  - инвестиции; Т  - налоги;  - расходы на правительство; t tG
, 1, 2,it i 3 - возмещения. 

tС tΥ tΙ
ε =

t

tΙ t

Данная модель содержит три уравнения, описывающих поведение потребителя (С ), инвесто-
ра ( ) и объем налогов (Т ). Кроме того, в модель входит одно тождество (последнее равенство сис-
темы). 
 

В эконометрической модели все переменные подразделяются на эндогенные, экзогенные, пре-
допределенные. 

Экзогенные переменные – переменные, которые задаются как бы извне и в определенной 
степени управляемые. В эконометрической модели они являются объясняющими или независимыми 
переменными.  

Эндогенные переменные – это переменные, значения которых формируются внутри анализи-
руемой социально-экономической системы под воздействием экзогенных переменных и во взаимо-
действии друг с другом. В эконометрической модели они являются объясняемыми или зависимыми 
переменными.  

Предопределенные переменные – это объясняющие переменные, которые формируются из 
экзогенных переменных и лаговых эндогенных переменных. Значения лаговых эндогенных перемен-
ных измерены в прошлые по отношению к текущему моменту времени и поэтому могут быть рас-
смотрены как известные, заданные. 

Очень часто эконометрическая модель может быть представлена в виде системы линейных 
уравнений 

BY AX E= + , 
 
где  B  – матрица коэффициентов при эндогенных (зависимых) переменных; 

Y
A

 – вектор эндогенных переменных; 
 – матрица коэффициентов при экзогенных (независимых) переменных; 



 5

X  – вектор экзогенных переменных; 
E

t

t

 – вектор случайных возмущений. 
 

ПРИМЕР _________________________________________________________________________ 
 
В простую макроэкономическую модель (1.1) входят переменные: потребление (С ); доход 

(Υ ), инвестиции ( );налоги (Т ), расходы на правительство (G ). К эндогенным относятся пере-
менные . C I

t t

1tT, , ,t t t tI T 1 1, ,C Y t t− − −

t tC I
 – лаговые экзогенные переменные;  – экзогенная переменная. 

Следовательно, предопределенными переменными являются переменные 
tG

1 1, , tT 1− − −  и G . t

tΙ

_______________________________________________________________________________________ 
 

Таким образом, эконометрическая модель объясняет поведение эндогенных переменных в за-
висимости от значений, принимаемых предопределенными переменными (экзогенными и лаговыми 
эндогенными переменными). 

В общем случае эконометрическая модель может быть представлена в следующем виде: 
 

( , )Y f X ε=  
 
где Y  – эндогенные переменные; 

X  – экзогенные (или предопределенные) переменные; 
ε  –случайная или стохастическая составляющая. 

При построение эконометрической модели реализуется метод моделирования по принципу 
«черного ящика»: задавая входные характеристики  системы получают значения «выхода» . 
Внутренняя структура при этом не известна. Графически принцип «черного ящика» представлен на 
рис. 1.1.  

X Y

Y
( , )X

 
 

 
 
 

X
Выходные характеристики, 
                 Y  

Входные переменные, 
                           

 
Рис. 1.1 

 
Для построения эконометрической модели необходимо выделить зависимые и независимые 

переменные ( X  и  соответственно) и на основе эконометрических методов определить зависи-
мость вида Y f ε=  между этими переменными. 
Независимые (факторные) переменные  могут быть как детерминированными, так и постоянными. 
Так как в модели (1.2) составляющая переменная 

X
ε  является случайной, то зависимая (результатив-

ная) переменная Y  так же случайна. Следовательно, эконометрическая модель является стохастиче-
ской 

Классификация эконометрических моделей 
 
• Однофакторная линейная ε+β+α= xy :  
 
• Однофакторная нелинейная :  ε+α= βxey
 
• Многофакторная линейная ε+β++β+α= nn xxy ...11 : 
 
• Многофакторная нелинейная : ε+α= ββ 21

21 xxy
 
• Система, разрешенная относительно независимых переменных: 



),...,(
...............................
),...,(
),...,(

21

2122

2111

mnn

m

m

xxxfy

xxxfy
xxxfy

=

=
=

 

• Рекурсивная система: 

),...,,,,...,(
...............................

),,...,(
),...,(

12121

12122

2111

−=

=
=

nmnn

m

m

yyyxxxfy

yxxxfy
xxxfy

 

• Система, неразрешенная относительно независимых переменных 
 

),...,,,,...,(
..................................................

),...,,,,...,(
),...,,;,...,(

2121

212122

212111

nmnn

nm

nm

yyyxxxfy

yyyxxxfy
yyyxxxfy

=

=
=

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

нелинейная
 

линейная нелинейнаялинейная 

Многофакторные (более 
одной независимой пе-
ременной) 
 

Однофакторные (одна 
независимая перемен-

ная) 

Сложные 
(несколько уравнений) 

Простые 
(одно уравнение) 

Эконометрические модели 

Рекурсивная систем 

Система, неразрешенная 
относительно независи-

мых переменных 

Система, разрешенная 
относительно независи-

мых переменных 

 
В зависимости от влияния фактора времени модели можно разделить на динамические и ста-

тистические. В динамических моделях фактор «время» учитывается как одна из дополнительных пе-
ременных. Динамические модели – трендовые модели, модели сглаживания, модели декомпозиции 
временного ряда, авторегрессионные модели, лаговые модели и т.д. 
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Этапы построения и анализа эконометрических моделей 
Рассмотрим общие принципы эконометрического моделирования. Построение эконометриче-

ской модели проводится в несколько основных этапов. 
• Качественный анализ (постановка цели анализа, определение совокупности, определение резуль-

тативных и факторных признаков, выбор периода, за который проводится анализ, выбор метода 
анализа). 

• Предварительный анализ моделируемой совокупности (проверка однородности совокупности, ис-
ключение аномальных наблюдений, уточнение необходимого объема признаков, установление за-
конов распределения признаков). 

• Построение эконометрической модели (установление перечня факторов, расчет оценок парамет-
ров уравнений регрессии, перебор конкурирующих вариантов модели). 

• Оценка адекватности модели (проверка статистической существенности уравнения зависимости в 
целом и его отдельных параметров; проверка соответствия формальных свойств оценок задачам 
исследования). 

• Экономическая интерпретация и практическое использование модели. 
 
Рассмотрим классы основных методов эконометрического моделирования, которые связаны с 

особенностями этих моделей. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

оценивание 

Двухшаговый МНК 
 
 

Трехшаговый МНК 
 
 

Косвенный МНК 
 

Метод МП 

одно  
уравнение 

Оценивание 
 

Проверка 
 

Прогнозирование 
 
 

Инструментальные 
 переменные 

 

Линейные ограничения 

Оцифровка переменных 
 

Группировка переменных 
 

Спецификация ошибок 
 
 

Выявление  
мультиколлиниарности 

 
Ошибки в переменных 

 
Априорная информация 

 
Автокорреляция 

 

Гетероскедастичность 

классический 
МНК  

обобщенный 
МНК 

система 
уравнений 

методы 

ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 
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Рассмотрим две переменные x и y, где y - зависимая переменная (регрессант, эндогенная пере-

менная), x – независимая переменная (регрессор, экзогенная переменная). Переменная у характеризует 
результат или эффективность функционирования анализируемой экономической системы и ее значе-
ния формируются внутри системы под воздействием ряда других переменных или факторов. По своей 
природе объясняемая переменная всегда стохастична (случайна). Переменная х – это переменная, ко-
торая по своей природе может быть как случайной так и неслучайной. Эта переменная поддается 
управлению и планирования, ее называют объясняющей переменной. Если объясняющую перемен-
ную можно задавать «извне» анализируемой системы, то ее называют экзогенной.  

Функция y = f(Х*) называется функцией регрессии у по Х (регрессией у по Х), если она описы-
вает изменение условного среднего значения результирующей переменной у (при условии, что значе-
ние объясняющих переменных Х зафиксированы на некотором уровне Х*) в зависимости от измене-
ния переменных Х. Соотношение между переменными будем обозначать: y = f (x).  

 
f(X*) = E(y| X = X*) = E(y| X*)  

или сокращенно 
f(X) = E(y| X).  

 
В регрессионной анализе результирующая переменная у может быть рассмотрена как функция, 

значения которой (с некоторой случайной погрешностью) можно определить, используя значения 
объясняющих переменных Х = (х(1), х(2),…, х(k)). Математически это можно записать в виде уравнения 
регрессионной зависимости 

 
у(Х) f(Х) ε(X),
Mε(X) 0.

= +
 ≡

 

 
Здесь ε(Х) – случайная составляющая. Она отражает влияние на фактор у, не учтенных в моде-

ли объясняющих переменных Х, а также включает в себя возможные случайные погрешности изме-
рения объясняемой переменной у. Второе тождество в системе следует непосредственно из смысла 
линейной регрессии. Поскольку 

 
)).(())(()|)(()( XEXfEXXyEXf ε+==  

 
и ) (так как величина f(X) при фиксированном значении Х не является случайно), 
то при любом фиксированном значении Х.  

()) Xf=
0≡

(( XfE
X)(Mε

 
МНОЖЕСТВЕННАЯ ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 

 
На практике, чаще всего, значения экономических показателей у зависят не от одного, а от 

множества факторов х1, х2, …, xk. Например, общие расходы на питание зависят не только от распола-
гаемого личного дохода, но также и от цены на продукты питания. Множественная линейная регрес-
сия позволяет описать взаимосвязь между регрессором у и набором факторов      x1, ..., xk.. Рассмотрим 
линейную регрессию в случае k независимых переменных 

 
 )/(~

110 ikkii xxxyEy ε+β++β+β== …  
Предположим, что для оценки неизвестных параметров  , k, 10 β… уравнения регрессии полу-

чена случайная выборка объемом n из (k + 1) – мерной случайной величины и 
- результаты i - го наблюдения, где i = 1, 2,…, n. 

 
ββ

,...,, 1 ki xxy
 ,...,, 1 ikii xxy

Модель множественной регрессии можно представить следующим образом 
 

nixxy ikikii ,1,,110 =ε+β++β+β= …     (1.29) 
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где xij– значения j – ой независимой переменной (xj) в i - м наблюдении, 
εi – возмущения, которые удовлетворяют тем же условиям, что и в модели парной регрессии, а 

именно 
1.  Нулевое среднее: Eεi = 0, i n= 1, . 
2.  Равенство дисперсий (гомоскедастичность): Dεi=E ε =σi

2 2= const, i n . = 1,
3.  Независимость возмущений: εі и εj независимы при i j≠ . 
4.  Независимость возмущений и регрессоров: xij и εі независимы для всех i и j. 
5.  (дополнительное). Возмущения εi нормально распределены для всех i.  

 
Модель множественной регрессии (1.29) записывают в матричной форме: 
 

ε+β= Xy ,      (1.30) 
где  























=

ny

y
y

.

.
2

1














⋅
⋅
⋅

kn

k

k

,

,2

,1

1

2

n

y –вектор – столбец наблюдений зависимой переменной, 














⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=

n xx

xx
xx

1

21

11

1

1
1

X  – матрица независимых переменных, 

ε
ε

ε

ε

 
 
 
 
  
 

=

0

1

k

– вектор – столбец случайных ошибок (возмущений), 

β
β

β

β

 
 
 
 
  
 

=

T)ˆ
kβ

– вектор – столбец неизвестных параметров, подлежащих оцениванию. 

Вывод параметров множественной регрессии методом наименьших квадратов 
 

Пусть – некоторая оценка вектора параметров 10 ,...,ˆ,ˆ(ˆ βββ = β . Тогда уравнение выбороч-
ной регрессии имеет вид: 

kk xxy β++β+β= ˆˆˆˆ 110 … . 

Следовательно, значение  является оценкой среднего значения Eykk xxy β++β+β= ˆˆˆˆ 110 … i, по-
строенной на основе выборочной регрессии. При этом остатки  определяются как разность между 
фактическими значениями зависимой переменной и значением, спрогнозированным по уравнению 
регрессии:  

iε̂

ˆ
 

iii yy ˆ−=ε . 
 

Тогда вектор остатков  равен ŷyˆ −ε = , где , . T
21 )ˆ,,ˆ,ˆ(y nyyy …= β= ˆXŷˆε̂
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Как и прежде, МНК – оценки определяем из условия минимизации суммы квадратов отклоне-
ний:  

)ˆˆ(ˆ)ˆ( T

1

2 εε=ε=β= ∑
=

,
n

i
iQQ .    (1.32) 

Необходимые условия экстремума дают следующую систему нормальных уравнений: 
 

0ˆXX2yX2ˆ
TT =β+−=

β∂
∂Q , 

или 
yXˆXX TT =β , 

Откуда 
yX)XX(ˆ T1T −β = .     (1.33) 

 
Используя достаточное условие экстремума функции многих переменных можно показать, что 

значение β , вычисленное по формуле (1.33), является минимальным значением функции (1.32). Везде 
ниже оценку вектора коэффициентов модели множественной линейной регрессии будем обозначать 
латинской буквой b  

ˆ

b

0

1

k

b
b

b

 
 
 =
 
  
 

. 

МНК – оценки коэффициентов множественной линейной регрессии находятся по форму-
ле: 

yX)XX( T1T −=b .                                          (1.34) 
 

 
Уравнение выборочной регрессии принимает вид 
 

kk xbxbby +++= …110ˆ ,     (1.35) 
Cвойства МНК - остатков 

 
Пусть nixbxbby ikikii ,1,ˆ 1,1110 =ε++++= −−… . 
Обозначим 

1

2

ˆ
ˆ

ˆ

ˆn

y
y

y

 
 
 =
 
  
 

y . 

 
Используя матричную форму записи, получаем  
 

yXX)X(XXby TT 1ˆ −== . 
 
Определим вектор МНК – остатков e как разность вида  
 

)yXX)X(X(IXbyyye TT 1ˆ −−=−=−= . 
Из системы нормальных уравнений получаем   
 

0=− y)(XbX T , 
или 
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XTe = 0.     (1.37) 
 

Отсюда видно, что МНК – остатки ортогональны регрессору. Кроме того, в рассматриваемом 
случае первый столбец матрицы X состоит из одних единиц, тогда из равенства (1.37) следует, что  

 

∑
=

=
n

i
ie

1
0       (1.38)

 
В регрессионной модели с константой сумма МНК – остатков равна нулю. 
Так как , то Xbŷ =

0eXbe)Xb(eŷ)e,ŷ( TTTT ====     (1.39) 
 

в силу равенства (1.37). Кроме того, вектор  является линейной комбинацией столбцов мат-
рицы X, т. е. регрессоров.  

ŷ

Коэффициент детерминации 
 
Как и в случае парной регрессии рассмотрим сумму квадратов отклонений значений зависи-

мой переменной от среднего значения: 
2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) ( ) ( ) ,

n n n

i i i i i i
i i i

n n n n n

i i i i i i
i i i i i

TSS y y y y y y e y y

e e y y y y e y y

= = =

= = = = =

= − = − + − = + − =

= + − + − = + −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
   (1.40) 

Используем ранее введенные обозначения 

∑
=

=
n

i
ESS

1
−i yy 2)ˆˆ(

∑
=

=
n

i
ieRSS

1

2

 – поясненная сумма квадратов, 

–сума квадратов остатков. 

Тогда как и в случае парной регрессии получаем формулу разложения дисперсии  
 

RSSESSTSS += .     (1.41) 
Коэффициент множественной детерминации (коэффициент детерминации)  определяется 

как отношение поясненной и общей суммы квадратов 

2R

 

TSS
RSS

TSS
ESSR −== 12 .     (1.42) 

 
Коэффициент множественной детерминации показывает, какая часть дисперсии зависимой пе-

ременной может быть пояснена за счет модели, или другими словами за счет независимых перемен-
ных в совокупности. Как и прежде, коэффициент детерминации служит мерой тесноты линейной свя-
зи между зависимой и независимыми переменными.  

Замечание 1. Без дополнительной информации о рассматриваемом процессе, нельзя делать 
вывод о том, какое значение коэффициента детерминации считать достаточно высоким. Для неко-
торых моделей, например, значение  = 0,9 будет не достаточно высоким, в то время как в других 
моделях, например,  = 0,5 позволит сделать вывод об адекватности модели. 

2R
2R

2R
Замечание 2. В моделях без константы значение коэффициента детерминации может не при-

надлежать отрезку [0, 1]. Это объясняется тем, что в случае нулевой константы удвоенное произведе-

ние 
i

 в (1.40) не равно нулю. В таких моделях разные формулы определения R  дают 

разные результаты и коэффициент детерминации сложно интерпретировать. Исходя из этого, на ос-
нове коэффициента детерминации нельзя сравнивать модели с константой и без константы. Поэтому 
в общем случае, если нет экономического обоснования рассматривать модель без константы, то жела-
тельно рассмотреть модель с константой.  

∑
=

−
n

ii yye
1

)ˆ(2 2
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Скорректированный коэффициент детерминации 

 12

2
 
Одним из свойств коэффициента детерминации R  является то, что это не убывающая функ-

ция от числа факторов, входящих в модель. Это следует из определения коэффициента детерминации. 
Действительно в равенстве 

∑

∑

=

=

−
−== n

i
i

n

i
i

yy

e

TSS
RSSR

1

2

1

2

2

)ˆˆ(
1  

 
числитель не зависит, а знаменатель зависит от числа факторов модели. Следовательно, с увеличени-
ем числа независимых переменных в модели, коэффициент детерминации  никогда не уменьшает-
ся. Тогда, если сравнить две регрессионные модели с одной и той же зависимой переменной, но раз-
ным числом факторов, то более высокий коэффициент детерминации будет получен в модели с боль-
шим числом факторов. Поэтому необходимо скорректировать коэффициент детерминации с учетом 
количества факторов, входящих в модель. 

R2

Скорректированный (исправленный или оцененный) коэффициент детерминации определяют 
следующим образом: 

1
1)1(1

)1()ˆˆ(

)1(1 2

1

2

1

2

2

−−
−

−−=
−−

−−−=

∑

∑

=

=

kn
nR

nyy

kn

e

R n

i
i

n

i
i

. 

 
Несложно заметить, при k > 1 исправленный коэффициент детерминации меньше коэффици-

ента детерминации ( R < ). 22 R
 
Замечание. Исправленный коэффициент детерминации может принимать отрицательные зна-

чения. При этом, если скорректированный коэффициент детерминации принимает отрицательное 

значение, то  принимает значение близкое к нулю (
1

2

−
<

n
kR ). 2R

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ВЫВОДЫ В МОДЕЛИ МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ 
 

Проверка гипотез, относящихся к коэффициентам регрессии 
 
Для коэффициентов множественной регрессии проверка t – тестов проводится также как и в 

случае парной регрессии. При заданном критическом уровне α проверяем нулевую гипотезу о значи-
мости коэффициента регрессии bi, т.е. гипотезы 

 
Н0: bi = 0 при альтернативной гипотезе  
Н1: bi ≠ 0. 

 
Если нет основания отвергнуть нулевую гипотезу, то независимая переменная не оказывает 

влияния на объясняемую переменную в рамках линейной модели и ее можно исключить. Статистика 
для проверки гипотезы имеет вид 

 

)(SE i

i

b
bt = .       (1.49) 

Аналогично можно проверить гипотезу 
 

H0: βi= β0  при альтернативной  
H1: βi≠ β0. 
 



Для проверки этой гипотезы используем статистику 
 

)(SE

0

i

ii

b
bt β−

= .       (1.50) 

 
При заданном значении α по таблице t – распределения Стьюдента с n – k – 1 степенями сво-

боды определяем критическое значением tкр(α, n – k – 1). Если |t| ≥ tкр, то гипотеза H0 отвергается с 
вероятностью ошибки равной α и соответствующий параметр считается значимым. Если |t| < tкр, то 
гипотеза H0  не отвергается, параметр считается не значимым и соответствующая переменная может 
быть выведена из модели.  

Доверительные интервалы определяют точно так же, как и в случае парной регрессии, а имен-
но 

))(SE;)(SE( ђрђр tbbtbb iiii ⋅+⋅− ,    (1.51) 
 

где значения tкр определяют при выбранном уровне значимости α в таблице распределения Стьюден-
та с n – k- 1 степенями свободы. 

 
Проверка значимости модели 

Значимость регрессионной модели означает, что независимые переменные в совокупности 
оказывают влияние на зависимую переменную. Для проверки модели на адекватность проверяют ну-
левую гипотезу 

 
H0: β1 = β2 =...= βk.= 0 против альтернативной гипотезу 
Н1: хотя бы одно значение βI отлично от нуля. 
 
Для проверки нулевой гипотезы используют F – статистику Фишера 
 

11
1 2

2

−−

=

−−
−

=

kn
RSS

k
ESS

kn
R

k
R

F .     (1.52) 

 
При выбранном уровне значимости α по таблице распределения Фишера с k – 1 и n – k - 1 сте-

пенями свободы определяем критическое значение F кр. Если |F | < Fкр, то гипотеза H0 не отвергается 
и модель неадекватна. Если |F|≥Fкр, то гипотеза H0 отклоняется и модель в целом можно считать аде-
кватной.  

Пошаговый регрессионный метод 
 

При построении регрессионной многофакторной модели возникает две противоположные за-
дачи: 

1. Для того, чтобы модель можно было использовать для прогноза, желательно включить 
в нее как можно больше факторов, оказывающих влияние на зависимую переменю. 

2. Исследование модели с большим числом независимых переменных требует больших 
затрат, следовательно в модель желательно включить только наиболее значимые факто-
ры. 

 
Алгоритм метода 

1.  Выбираем фактор, который имеет максимальный коэффициент корреляции с зависи-
мой переменной у. Строим однофакторную модель и проверяем ее значимость. Если 
модель не значима, то процесс останавливаем. Если модель значима, то выбираем еще 
один фактор, который можно включить в модель. 

2. строим новое уравнение регрессии с двумя независимыми переменными. В соответст-
вии с результатами проверки модели на адекватность, новая переменная либо остается в 
модели, либо из нее исключается. 
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3. Процесс прекращаем, если ни один из факторов больше не может быть включен в мо-
дель или исключен из нее. 

 
Метод всех возможных регрессий 
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0

Согласно методу строятся всевозможные регрессионные уравнения, которые обязательно со-
держат свободный член β . Из каждой серии регрессионных уравнений, содержащих одинаковое 
число объясняющих переменных, выбирается модель с максимальным коэффициентом детермина-
ции. Нетрудно посчитать, что число всех анализируемых моделей рано , где k – число факто-
ров. Реализация метода требует большого объема вычислений, поэтому используется при небольшом 
числе факторов, входящих в модель.  

2 1k −

Рассмотрим метод на примере регрессионной модели, содержащей 3 объясняющих перемен-
ных: . Число всевозможных регрессий равно .  32 1 7− =1 2 3x ,x ,x

На первом шаге строим всевозможные однофакторные уравнение (их число равно трем) и вы-
бираем модель, имеющую максимальный коэффициент детерминации. На втором шаге строим все-
возможные двухфакторные модели (их число - 2

3 3C = ) и определяем модель, содержащую пару фак-
торов, которая имеет максимально тесную связь с объясняемой переменной. Очевидно, что в эту пару 
может не входить переменная, выбранная на первом шаге. На третьем шаге оцениваем трехфактор-
ную модель. Анализируем, выбранные на каждом шаге модели. Нет строгих математических правил, 
позволяющих выбрать оптимальное число  факторов, включаемых в модель. Однако в большинст-
ве случаев правильное решение можно получить следующим образом. На графике по оси абсцисс от-
кладываем значение числа факторов k, а по оси ординат – соответствующее значение исправленной 
дисперсии 

0k

. Одновременно на графике строим величину нижней доверительной границы 

min
2ˆ ( )R k  для коэффициента детерминации 2R , вычисленную по формуле  

2 ( )R k

( )2 2 2
min 2

2 ( 1)ˆ ( ) 2 1 ( )
( 1)( 1)

k n kR R k R k
n n

− −
= − −

− −
. 

Предлагается в качестве оптимального значения числа  факторов, включаемых в модель, 

выбирать значение k, при котором величина 
0k

min
2ˆ ( )R k  достигает своего максимума.  

2 ( )R k

2 ( )R k

min
2ˆ ( )R k

 
   1 

 1   2   3              k0 
 

 
 НАРУШЕНИЯ ОСНОВНЫХ ПРЕДПОСЫЛОК КЛАССИЧЕСКОЙ РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ 

 
Мультиколлинеарность 

 
Одним из основных предположений при построении многофакторной модели является требо-

вание отсутствие мультиколлинеарности. На практике же часто возникает проблема взаимосвязи ме-
жду независимыми переменными. В этом случае большинство оценок оказываются незначимыми, в 
то время как регрессия в целом значима. В том случае, когда имеет место полная коллинеарность не-
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возможно построить МНК – оценки параметров модели. Однако полная коллинеарность практически 
не встречается. Чаще всего возникает ситуация, когда между зависимыми переменными существует 
очень тесная связь. В этом случае формально можно построить МНК – оценки параметров, однако 
модель будет «плохой». На основе полученных оценок невозможно сделать выводы о влияние неза-
висимых переменных на зависимую переменную. 

 
Признаки мультиколлинеарности. 

 
1. В модели с двумя переменными одним из признаков мультиколлинеарности является близкое к 

единице значение коэффициента парной корреляции. Если значение хотя бы одного из коэффици-
ентов парной корреляции больше, чем 0,8, то мультиколлинеарность представляет собой серьез-
ную проблему. Однако высокое значение коэффициентов парной корреляции является достаточ-
ным, но не необходимым условием наличия мультиколлинеарности. 

2. В модели с числом независимых переменных больше двух, парный коэффициент корреляции мо-
жет принимать небольшое значение даже в случае наличия мультиколлинеарности. В этом случае 
лучше рассматривать частные коэффициенты корреляции.  

3. Для проверки мультиколлинеарности можно рассмотреть детерминант матрицы коэффициентов 
парной корреляции |r|. Этот детерминант называется детерминантом корреляции         |r| ∈(0; 1). 
Если |r| = 0, то существует полная мультиколлинеарность. Если |r| = 1, то мультиколлинеарность 
отсутствует. Чем ближе |r| к нулю, тем более вероятно наличие мультиколлинеарности.  

4. Если оценки имеют большие стандартные ошибки, невысокую значимость, но модель в целом 
значима (имеет высокий коэффициент детерминации), то это свидетельствует о наличие мульти-
коллинеарности. 

5.  Если введение в модель новой независимой переменной приводит к существенному изменению 
оценок параметров и небольшому изменению коэффициента детерминации, то новая переменная 
находится в линейной зависимости от остальных переменных.  

 
F – тест для выявления мультиколлинеарности (алгоритм Феррара – Глобера) 

 
Наличие мультиколлинеарности свидетельствует о линейной связи между двумя или более 

факторами. Поэтому для выявления мультиколлинеарности можно построить регрессионную зависи-
мость каждого фактора хi от остальных факторов и вычислить соответствующие коэффициенты де-
терминации.  

Пример. На среднемесячную зарплату влияет ряд факторов, в частности, производительность 
труда, фондоемкость и коэффициент текучести рабочей силы. На основе статистических данных про-
верить наличие мультиколлинеарности. 

 
 Номер 
цеха  

производительность 
труда, млн.грн./чел. 

Фондоемкость, 
 

коэффициент текучести 
рабочей силы, % 

1 32.00000  0.590000  10.50000 
2  29.00000  0.430000  15.50000 
3  30.00000  0.700000  13.50000 
4  31.00000  0.610000  9.500000 
5  25.00000  0.510000  23.50000 
6  34.00000  0.510000  12.50000 
7  29.00000  0.650000  17.50000 
8  24.00000  0.430000  14.50000 
9  20.00000  0.510000  14.50000 
10  33.00000  0.920000  7.500000 

Решение. Вычислим матрицу коэффициентов парной корреляции. 
 

 Х1 Х2 Х3 
Х1 1.000000  0.494236 -0.551271 
Х2  0.494236  1.000000 -0.516794 
Х3 -0.551271 -0.516794  1.000000 

 



На основе значений коэффициентов парной корреляции можно сделать вывод, что между пе-
ременными х1, х2, х3 существует средняя связь. Однако нельзя сказать существует ли мультиколлине-
арность, или нет. Для выявления мультиколлинеарности используем алгоритм Феррара – Глобера. 

1. Для каждой переменной построим регрессионную зависимость от остальных факторов. Сна-
чала, например, строим линейную регрессию вида 

х1 = с0 + с1х1+ с2х2 
В результате получаем три значения F- статистики. 
 

1. F-statistic 2.000490 
2. F-statistic 1.724138 
3. F-statistic 2.171654 

 При уровне значимости α = 0,05 и степенях свободы γ1 = 7, γ2 = 2 находим табличное значение 
критерия F = 4,74. Так как все фактические значения меньше табличного, то не одна из переменных 
не мультиколлинеарна с двумя другими. 

2. Проверяем на мультиколлинеарность все пары. Для этого рассчитываем частные коэффици-
енты корреляции по формуле 

)1)(1( 22.

yzxz

yzxzxy
zxy

rr

rrr
r

−−

−
= . 

Отсюда 
r12.3 = 0.293; 

r13.2 = - 0.397; 
r23.1 = - 0.337. 

Частные коэффициенты корреляции характеризуют тесноту связи между двумя переменными 
при условии, что третья переменная не влияет на эту связь. На основе частных коэффициентов корре-
ляции определяем t - статистики. Для расчета используем формулу 

2
.

.

1 zxz

zxy
xy

r

mnr
t

−

−
= . 

Получаем 
t12 = 0.811,  t13 = 1.146,  t23 = 0.947. 

 
Табличное значение t - критерия Стьюдента при 7 степенях свободы и уровне значимости          

α = 0.05 равно 1.89, что больше каждого наблюдаемого значения. Следовательно, все пары не муль-
тиколлинеарны. 
 Таким образом, существующая между независимыми переменными связь не приводит к муль-
тиколлинеарности и позволяет строить регрессионную модель.   
 

Что можно предпринять в случае мультиколлинеарности. 
 

• Очевидно, связь между переменными изменяется с изменением объема выборки. Поэтому 
простое увеличение числа наблюдения может привести к устранению мультиколлинеарности. Для 
этого достаточно, например, заменить ежегодные наблюдения ежеквартальными. 

• Проблему мультиколлинеарности можно решить с помощью анализа исходной информации.  
• Уменьшение значения дисперсии возмущения также помогает решить вопрос о мультикол-

линеарности. Случайная величина включает в себя влияние на зависимую переменную у факторов не 
включенных в модель. Следовательно, мультиколлинеарность может возникнуть в результате того, 
что в модель не была включена важная переменная. Введение этой переменной в модель может ре-
шить проблему мультиколлинеарности. Однако новая переменная может коррелировать с одной или 
более переменными уже включенными в модель, что усилит мультиколлинеарность.  

• Для построения модели надо получить выборку, содержащую переменные слабо связанные 
между собой, но сильно влияющие на зависимую переменную.  

• Для исправления мультиколлинеарности используют специальные статистические методы: 
факторный анализ, метод главных компонент, гребневая регрессия и др. 
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Гетероскедастичность 
 

При оценки параметров множественной регрессии МНК необходимо, чтобы остатки имели 
одинаковую дисперсию (условие гомоскедастичности). В том случае, когда это требование не выпол-
няется (модель гетероскедастична)  

1. МНК - оценки будут несмещенными, но не будут эффективными (не имеют минимальной 
дисперсии). 

2.Стандартные оценки ковариационной матрицы МНК – оценки будут смещенными, а следо-
вательно, процедуры проверки гипотез и интервального оценивания, основанные на стандартных ста-
тистиках, будут некорректными. 

 
Параметрический тест Голдфелда-Квандта 
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i

При проверки модели на гетероскедастичность с помощью параметрического теста Голдфел-
да-Квандта предполагается, что стандартное отклонение σ  распределения вероятностей ошибок  
пропорционально значению независимой переменной  в этом наблюдении. Как и прежде, предпо-
лагается, что ошибки 

i

 имеют нормальное распределение и не подвержены автокорреляции. 

iε
X

iε
Рассмотрим алгоритм параметрического теста Голдфелда-Квандта.  
Шаг 1. Все  наблюдений упорядочиваются в соответствии с величиной элементов вектора 

. 
n

jX
Шаг 2. Отбрасываются средние c  наблюдений, где 
 

4
15

c
n

=  

 
и n  – общее число наблюдений. 

Шаг 3. Строятся с помощью 1МНК две эконометрические модели для первых  и для 

последних  наблюдений.  

1 2
n cn −

=

2 2
n cn −

=

σ1
2

σ2
2

Шаг 4. Определяется сумму квадратов остатков по первой и второй моделям: 
– оценка дисперсии возмущений по первой группе наблюдений, 

– оценка дисперсии возмущений по второй группе наблюдений соответственно. 
Шаг 5. Вычисляется критерий: 
 

2
1
2
2

F σ
=

σ
ˆ
ˆ

,                                                                               

 
который имеет  – распределение с F )1 1( 1n kγ = − −  и 2 2( 1)n kγ = − −  степенями свободы. Вычислен-
ное значение F  сравнивается с табличным значением  критерия Фишера для степеней свободы крF

1 1( 1)n kγ = − − 2 2( и 1n k )γ = − −  и выбранного уровня доверия α . Если крF F< , то гипотеза о гетеро-
скедастичности остатков отвергается.. 

Если модель содержит более одной независимой переменной, то наблюдения упорядочивают-
ся по той переменной, которая предположительно объясняет гетероскедастичность остатков.  

ЗАМЕЧАНИЕ. Параметрический теста Голдфелда-Квандта может быть использован для про-
верки на гетероскедастичность в тех случаях, когда стандартное отклонение  распределения веро-
ятностей ошибок  обратно пропорционально значению независимой переменной  в этом наблю-
дении. В этом случае критерий (5.13) имеет вид: 

iσ
iXiε

 



2
2
2
1

F σ
=

σ
ˆ
ˆ

.                                                                                

 
Из (5.13) и (5.14) следует, что критерий можно записать следующим образом: 
 

2
1
2
2

F σ
=

σ
ˆ
ˆ

2 2
1 2, если σ < σˆ ˆ  и 

2
2
2
1

F σ
=

σ
ˆ
ˆ

, если σ < . 2 2
2 1σˆ ˆ

 
Пример. Оценить параметры модели, характеризующей зависимость затрат на питание от об-

щих затрат на основе данных, приведенных в таблице. 
 

obs Y X obs Y X 
1 2.300000 15.00000 10 2.500000 22.00000 
2 2.200000 15.00000 11 3.100000 64.00000 
3 2.080000 16.00000 12 2.400000 68.00000 
4 2.200000 17.00000 13 2.820000 72.00000 
5 2.100000 17.00000 14 3.040000 80.00000 
6 2.320000 18.00000 15 2.700000 85.00000 
7 2.450000 19.00000 16 3.910000 90.00000 
8 2.500000 20.00000 17 3.100000 95.00000 
9 2.200000 20.00000 18 3.990000 100.0000 

 
Решение.  
1. Проверим наличие гетероскедастичности с помощью параметрического теста Голдфелда – Кванд-

та. При проверки по этому критерию предполагается, что стандартные отклонения σi распределе-
ния вероятностей ошибок ui пропорциональны (или обратно пропорциональны) значению пере-
менной х в этом наблюдении.   

• Упорядочим переменные по возрастанию. Если в модели более одной объясняющей переменной, 
то наблюдения необходимо упорядочить по переменной, которая предположительно связана с σi.   

• Отбросим С переменных находящихся в середине ряда. Значение С определяем из равенства 

 (с = 4). 
15
4

=
n
c

2
1uσ>

• На основе двух групп наблюдений построим регрессионные модели. 
 

 Первая модель:    Y = 1.474680851 + 0.04553191489*X. 
 
 Вторая модель: Y = -0.259545298 + 0.04029968998*X. 
• Находим наблюдаемое значение статистики Фишера. Так как для остаточных дисперсий справед-

ливо неравенство σ , то статистика имеет вид 2
2u

004,11
074532,0
823497,0

2
1

2
2 ==

σ
σ

=
u

uR  

σi пропорционально ui. 

(Если , то 2
2

2
1 uu σ> ). σ 2

2

2
1

u

uR
σ
σ

=

1• Находим табличное значение F – статистики со степенями свободы 5n  и 52 =− kn  и уровне 
доверия 0,01. Fкр = 10,97. Так как R > Fкр, исходные данные гетероскедастичны. 

=− k
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Обзор: СЛУЧАЙНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ И ТЕОРИЯ ВЫБОРОК 

 

Определение. Всякая действительная функция ξ = ξ(ω) на Ω такая, что для каждого действитель-
ного х∈R  множество {ω : ξ(ω) < х} – является событием, называется действительной случайной ве-
личиной. 

Случайная величина ξ, множество различных возможных значений которой конечно или счетно, 
называется дискретной. Определим  

 
pi = Р{ξ = хi} = Р{ω : ξ(ω) = хi}. 

 

Очевидно, что pi ≥ 0 и  Σ pi = 1. 
 

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДИСКРЕТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 
 

Предположим, что ξ = ξ(ω) – дискретная случайная величина, принимающая конечное число 
значений х1, х2, …, хn. Тогда математическим ожиданием случайной величины ξ (обозначается Мξ) 
называется число  

Мξ = 
n

i  1
i ix p

=
∑ . 

 
Свойства математического ожидания 

 
1. Математическое ожидание постоянной величины равно самой постоянной, т.е. МС = С. 

 
2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания, т.е. М (Сξ) = 

С Мξ. 
 

3. Математическое ожидание суммы двух случайных величин равно сумме их математиче-
ских ожиданий, т.е. М (ξ + η) = Мξ + Мη. 

 
4. Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно про-

изведению их математических ожиданий, т.е. если ξ и η независимы, то М(ξη) = Мξ·Мη. 
 

       Дисперсией Dξ случайной величины называется неотрицательное число 

Dξ = .  ( ) i
2

i

n

1i
pMξx −∑

=
 
 На практике часто применяют другую более удобную для вычислений формулу 

    Dξ = ∑ p
n

1
ix 2

i  - (Мξ)2 . 

Среднее квадратическое отклонение σξ (или стандартная ошибка ) случайной величины ξ опре-
деляется равенством 

Dξσξ = . 
 

Свойства дисперсии 
 

1. Дисперсия постоянной величины равна нулю, т.е. DС = 0. 
2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат, т.е. D(Сξ) = 

С2 Dξ. 
3. Дисперсия суммы и разности двух независимых случайных величин равна сумме дисперсий 

слагаемых, т.е. D (ξ + η) = Dξ + Dη. 
Пусть заданы две случайные величины ξ и η над одним и тем же пространством элементарных исхо-
дов. Ковариацией этих случайных величин называют величину 

cov(ξ, η) = M [(ξ - Mξ)(η – Mη)]. 
 

 19



Так как Dξ > 0 и Dη > 0, то можно определить величину 
 

( ) ( ) ( )
ηξσσ

=
η⋅ξ

=
ηξ,covηξ,covηξ,

DD
r , 

 
которая называется коэффициентом корреляции случайных величин ξ и η. Легко доказать, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) M ηM ξξηMM ηMy,xPyxy,xP M ηy M ξxηξ,cov
ji,

jiji
ji,

jiji ∑∑ −=ξ−=−−=  

Коэффициент корреляции обладает следующими свойствами: 
 

1) )η,ξ(r = .                     4) r = ± 1, если η = аξ + в; )ξ,η(r
2)  – 1 ≤ )η,ξ(r  ≤ 1.                  5) r = 0, если ξ и η независимы; 
3)  = ±1,                    .      6) если r ≠ 0, то ξ и η зависимы; )ξ,ξ(r
 

Функция распределения 
 

Функцией распределения случайной величины ξ называется функция F(х), определенная как  
{ }( )F x xξ= Ρ < . 

 
Очевидно, что функция распределения существует для любой случайной величины. 
Если ξ – дискретная случайная величина, то для нее функция распределения. имеет вид ступен-

чатой функции и 
 

( )
ix x

F x
<

= ( )iP x∑ . 

 
Свойства функции распределения: 

1) 0 ≤ F (x) ≤ 1,  причем ;0)(lim а ,1)(lim ==
−∞→∞→

xFxF
xx

 

2) F(x) неубывающая функция, т.е. если х1< х2, то F (x1) ≤ F (x2); 
3) F(x) непрерывна слева в каждой своей точке; 
 

ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
 
 Каждой числовой характеристике случайной величины соответствует ее статистический ана-
лог. 
 Для математического ожидания Мξ статистическим аналогом является выборочное среднее  
М*ξ или . Предположим, что задана выборка х1, х2, … хn объема n. Тогда nX

∑=ξ= ∗
n

n ix
n

MX
1

 1
 

Аналогом дисперсии Dξ является величина 

∑ ∗∗ −==
n

1

2
i ξ)M(x

n
1ξD 2S , 

 
называемая выборочной дисперсией. В частности 
 

2 2( ) .D M Mξ ξ ξ∗ ∗ ∗= −  
 

Предположим, что функция распределения случайной величины ξ известна, но она зависит от 
нескольких параметров, которые необходимо оценить по данной выборке, т.е. необходимо прибли-
женно вычислить значение каждого параметра, называемое в статистике числовой оценкой параметра 
или просто оценкой. Оценка называется точечной, если она определяется одним числом. Точечные 
оценки должны удовлетворять следующим требованиям. Они должны быть несмещенными, эффек-
тивными и состоятельными. 

Пусть имеем выборку объема n, и пусть необходимо оценить параметр α, входящий в неизвест-
ную теоретическую функцию распределения, т.е. ( ) ( ), .F x F xξ α=  
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Обозначим через  оценку параметра α. В дальнейшем будем считать варианты х1, 
х2, …, хn случайными величинами с одной и той же функцией распределения  Тогда 
оценка ( 1 x,...,xα∗  является тоже случайной величиной. Говорят, что оценка  неизвестно-
го параметра α является несмещенной, если   

( )1 2, ,..., nx x xα ∗

( ) ( ), .F x F xξ α=

( )n1 x,...,xα∗

α=α∗

)n

М , 
 

т.е. если ее математическое ожидание совпадает с оцениваемым параметром. В противном случае 
оценка α* называется смещенной. 

Оценка  неизвестного параметра α называется состоятельной, если  
сходится по вероятности к α. Оценка  называется эффективной, если ее дисперсия мини-
мальна, т.е. - минимальна. ) x,...,(x n1

( )n1 x,...,xα∗ ( )n1 x,...,xα∗

( )n1 x,...,xα∗

Dα∗

α

.M

Если параметр  является математическим ожиданием случайной величины ξ, то несмещенной 
оценкой для него будет величина 

α ξ∗ ∗=  

Если параметр α является дисперсией, то несмещенной оценкой для дисперсии будет 
 

2' 2

1

1 ( ) .
-1

n

iS x M
n

α ξ∗ ∗= = −∑  
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