Тема: «Складнощі і проблеми, пов'язані з множинною регресією»
На жаль, на практиці множинна регресія не завжди дозволяє отримати результати, про які пишуть в підручниках. У цій лекції приведений перелік потенційних проблем і деякі міркування з приводу того, як з ними справитися (у тих випадках, коли це можливо).
Існують три основні різновиди проблем. Нижче приведений короткий огляд кожному з цих різновидів, а потім слідує докладніший їх опис.
1. Проблема мультиколлинеарности виникає в тих випадках, коли деякі з ваших пояснюючих змінних (X) виявляються дуже схожими. Не дивлячись на те що ці змінні можуть добре пояснювати і прогнозувати У (на що указують високе значення R2 і значущий F-тест), окремі коефіцієнти регресії погано піддаються оцінці. Це пов'язано з тим, що ми не маємо в своєму розпорядженні достатньої інформації, щоб вирішити, яка (або які) із змінних забезпечує це пояснення. Одне з можливих рішень полягає в тому, щоб видалити з рівняння деякі із змінних з метою позбавитися від сумнівів. Інше рішення полягає в тому, щоб перевизначити якісь змінних (можливо, шляхом ділення), щоб відрізняти одну змінну від іншої.
2. Проблема вибору змінних виникає в тих випадках, коли доводиться мати справу з просторовим переліком потенційно корисних пояснюючих (незалежних) Х- змінних і необхідно вирішити, які з цих змінних слід включати в рівняння регресії. З одного боку, якщо у вас дуже багато Х- змінних, зайві з них знижуватимуть якість результатів (можливо,  унаслідок все тієї ж мультиколлинеарности). Частина інформації, що міститься в даних, даремно витрачається на оцінювання непотрібних параметрів. З іншого боку, якщо відкинути потрібну Х- змінну, знизиться якість прогнозів, оскільки ви проігноруєте корисну інформацію. Одне з можливих рішень полягає в тому,   щоб   гарненько   подумати,    чому   важлива   та   або   інша   X- змінна, щоб бути упевненим в тому, що що кожна включається в розгляд змінна дійсно виконує важливу функцію. Інший підхід полягає в тому, щоб скористатися автоматичною процедурою, яка прагне відібрати найбільш важливі змінні.
3. Проблема неправильного вибору моделі пов'язана з безліччю різних потенційних невідповідностей між вашим конкретним завданням і моделлю множинної лінійної регресії, яка є фундаментом і каркасом множинного лінійного регресійного аналізу. Може вийти так, що ваше конкретне завдання не відповідає умовам і допущенням моделі лінійної множинної регресії. Аналізуючи дані, ви можете виявити деякі потенційні проблеми, пов'язані з нелінійністю, нерівною мінливістю і наявністю значень, що різко відхиляються. Проте навіть наявність подібних проблем ще ні про що не говорить.  Не дивлячись на те, що  гістограми  деяких  змінних  можуть бути сильно скошеними (несиметричними), а деякі діаграми розсіяння можуть бути нелінійними, модель множинної лінійної регресії і в таких випадках цілком може бути застосовна. Існує так звана діагностична діаграма, яка допомагає зрозуміти, чи дійсно виявлена проблема є настільки серйозною, що її необхідно якось вирішувати. Один з можливих варіантів рішень полягає в створенні нових Х- змінних, які формуються на основі існуючих змінних, і/або перетворенні деяких або всіх цих змінних. Ще одна серйозна проблема виникає у разі, коли доводиться мати справу з тимчасовим поряд, стосовно якого допущення моделі лінійної множинної регресії про незалежність окремих спостережень не дотримується. Проблема тимчасових рядів не має простого рішення, проте множинну регресію можна виконати, використовуючи замість початкових даних процентні зміни між різними тимчасовими періодами.
Мультіколлінеарность: чи не дуже схожі між собою пояснюючі змінні?
Коли якісь з пояснюючих Х- змінних дуже схожі між собою, у вас може виникнути проблема мультиколлинеарности, оскільки множинна регресія не в змозі відрізнити вплив однієї змінної від впливу іншої змінної. Наслідки мультиколлинеарности можуть бути статистичними або обчислювальними.
1. Статистичні наслідки  мультиколлинеарности  пов'язані з труднощами  проведення  статистичних  тестів для  окремих коефіцієнтів регресії унаслідок збільшення стандартних помилок. Результатом може бути неможливість оголосити ту або іншу Х- змінну значущої навіть в тому випадку, якщо ця змінна (сама по собі) має сильний взаємозв'язок с У.
2. Обчислювальні  наслідки  мультиколлинеарности  пов'язані  з труднощами в організації обчислень на комп'ютері, викликаними "нестійкістю  обчислень".  У  крайніх випадках  комп'ютер  може намагатися виконати ділення на нуль і, таким чином, невдало завершити аналіз даних.  Гірше за те,  комп'ютер може завершити аналіз  і видати безглузді і невірні результати. Ділення на нуль неможливе з математичної точки зору: наприклад, результат виконання 5/0 є невизначеним. Проте із-за невеликих помилок округлення в процесі обчислень комп'ютер може розділити не 5 на 0, а 5,0000000000968 на 0,0000000000327. В цьому випадку, замість того щоб зупинитися і повідомити про помилку, комп'ютер використовує в подальших обчисленнях безглуздий і величезний результат такого ділення: 152 905 198 779,72.
Мультіколлінеарность може породжувати проблеми, а може і не породжувати їх, – все залежить від конкретних цілей виконуваного вами аналізу і ступеня мультиколлинеарности. Невелика або середня мультиколлинеарность зазвичай не  представляє  проблеми.   Дуже  сильна  мультиколлинеарность (наприклад, включення однієї і тієї ж змінної двічі) завжди представлятиме проблему і може приводити до серйозних помилок (обчислювальні наслідки). На щастя, якщо вашою метою є в основному прогноз або прогнозування У, сильна мультиколлинеарность може не представляти серйозної перешкоди, оскільки якісна програма множинної регресії може і в цьому випадку робити оптимальні прогнози (по методу найменших квадратів), засновані на всіх Х- змінних. Проте якщо ви хочете використовувати індивідуальні коефіцієнти регресії для з'ясування того, як кожна з Х- змінних впливає на У, то статистичні наслідки мультиколлинеарности, мабуть, викличуть певні проблеми, зважаючи на те що ці впливи неможливо відокремити один від одного. У табл. 1 підсумовується вплив мультиколлинеарности на результати регресійного аналізу.
Таблиця 1. Вплив мультиколлинеарности на регресію
	Ступінь мультиколлинеарности
	Вплив на регресійний аналіз

	Незначна
	Взагалі не представляє проблеми

	Середня
	Як правило, не представляє проблем ы

	Сильна
	Статистичні наслідки: часто є проблемою, якщо потрібно оцінити вплив окремих Х- змінних (тобто коефіцієнти регресії); може не представляти проблеми, якщо мета полягає в прогнозі або прогнозуванні У

	Надзвичайно сильна
	Чисельні наслідки: завжди є проблемою; комп'ютерні обчислення можуть навіть виявитися неправильними із-за нестійкості обчислень


Як з'ясувати, чи дійсно існує проблема мультиколлинеарности? Один з простих способів відповісти на це питання полягає в аналізі звичайних двовимірних кореляцій для кожної пари змінних. Кореляційна матриця є таблицею, яка містить коефіцієнти кореляції для кожної пари змінних з вашої багатовимірної сукупності даних. Чим вище коефіцієнт кореляції між двома Х- змінними, тим більше мультиколлинеарность. Це пояснюється тим, що висока кореляція (близька до 1 або -1) указує на сильний зв'язок і свідчить про те, що ці дві Х- змінні вимірюють дуже схожі характеристики, привносячи тим самим в аналіз "пересічну" інформацію.
Основний статистичний результат мультиколлинеарности полягає в зростанні стандартних помилок деяких або всіх коефіцієнтів регресії (
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). Це цілком природно: якщо дві Х- змінні містять "пересічну" інформацію, важко визначити вплив кожній з них окремо. Високе значення стандартної помилки приводить до того, що комп'ютер повідомляє вам приблизно наступне: "Я обчислив для вас коефіцієнт регресії, але результат неточний, оскільки важко сказати, ця або яка інша змінна є визначальний". В результаті довірчі інтервали для відповідних коефіцієнтів регресії значно розширюються, а t-тесты навряд чи будуть значущими.
У разі сильної мультиколлинеарности може опинитися, що регресія дуже високо значуща (виходячи з результатів F-теста), проте жоден з t-тестов для окремих Х- змінних значущим не є. Комп'ютер повідомляє вас про те, що Х- змінні, що розглядаються як єдина група, вельми сильно впливають на У, але практично неможливо визначити важливість якоїсь конкретної змінної. Слід пам'ятати, що t-тест для конкретної X- змінної вимірює її вплив на У за умови, що значення інших змінних залишаються незмінними. Таким чином, t-тест для змінною Xi виявляє тільки додаткову інформацію, привнесену змінною Xi крім тієї інформації, яку несуть інші Х- змінні. Якщо якась інша змінна дуже близька до Xi, тоді змінна Xi не привносить в регресію значущо нову інформацію.
Одне з рішень полягає в тому, щоб проігнорувати ті X- змінні, які дублюють інформацію, вже присутню в інших Х- змінних. Якщо, наприклад, ваші Х- змінні включають три різні вимірювання розміру, спробуйте або позбавитися від двох з них, або об'єднати все три змінні в єдину міру розміру (наприклад, скориставшись їх середнім значенням).
Інше рішення полягає в тому, щоб перевизначити деякі змінних з тим, щоб кожна з Х- змінних виконувала чітку, властиву тільки їй одній роль у визначенні У. Распространенний спосіб застосування цієї ідеї до групи близьких один до одного Х- змінних полягає в тому, щоб узяти для представлення цієї групи одну Х- змінну (можна або вибрати одну з цих Х- змінних, або сформувати з них індекс) і представити решту змінних як відносних показників (наприклад, величина на одиницю іншого показника), побудованих з цієї представляючою X- змінної. Наприклад, можна представляти залежність розміру об'єму продажів (У) за допомогою чисельності населення (X1) і загального доходу (Х2) для кожного регіону. Проте ці змінні є мультиколлинеарными (тобто чисельність населення і загальний дохід — високо корельовані величини). Цю проблему можна вирішити, пояснюючи об'єм продажів (Y) за допомогою чисельності населення (X1) і розміру доходу на одну людину (нова змінна Х2). В результаті чисельність населення виконуватиме роль представляючої змінної, відображаючи загальну величину території, а дохід, замість того щоб повторювати вже відому нам інформацію (про величину відповідної території), перевизначається і несе нову інформацію (про добробут людей).
Вибір змінної: можливо, ми користуємося "не тими" змінними?
Результати статистичного аналізу значною мірою залежать від наявної інформації, тобто від використаних для аналізу даних. Зокрема, особливу увагу слід звернути на вибір незалежних ("що пояснюють") X- змінних для множинного регресійного аналізу. Включення як можна більшого числа Х- змінних "просто так, про всяк випадок" або тому, що "створюється враження, ніби кожна з них якось впливає на У" — далеке не краще рішення. Поступаючи таким чином, ви прирікаєте себе на можливі труднощі при визначенні значущості для регресії (F-тест), або – унаслідок мультиколлинеарности, викликаної наявністю надмірних змінних, — у вас можуть виникнути труднощі при рішенні питання про значущість для деяких окремих коефіцієнтів регресії.
Що відбувається, коли ви включаєте одну зайву, недоречну X-переменную? Значення R2 в цьому випадку опиниться декілька великим, оскільки декілька велику частку У можна пояснити за рахунок випадковості цієї нової змінної. Проте F-тест значущості регресії враховує це збільшення, тому таке збільшення R2 не можна вважати перевагою.
Насправді включення додаткової Х- змінної може принести невеликий або навіть помірний шкода. Оцінка того або іншого недоречного параметра (в даному випадку недоречного коефіцієнта регресії) залишає менше інформації для стандартної помилки оцінки, Se. По технічних причинах наслідком цього є менш могутній F-тест, який може не виявити значущість навіть у тому випадку, коли Х- змінні в генеральній сукупності насправді пояснюють У.
А що відбудеться у разі, коли ви проігноруєте необхідну Х- змінну? В результаті з сукупності даних випаде важлива і корисна інформація і ваше прогнозування У буде менш точним, чим у разі використання цієї Х- змінної. Стандартна помилка оцінки, Se,, в цьому випадку, як правило, виявляється більше (що указує на великі помилки прогнозування), а R2, як правило, виявляється меншим (що указує на пояснення меншої частки варіації У). Природно, якщо ви проігноруєте критично важливу X- змінну, то, можливо, F-тест для цієї регресії просто буде незначущий.
Ваше завдання в даному випадку – включити рівно стільки Х- змінних, скільки потрібно (тобто не дуже багато і не дуже мало), причому включити саме ті Х- змінні, які необхідні. Якщо у вас є сумніви, можна включити деякі з Х- змінних, щодо яких ви не упевнені. У такому разі корисний суб'єктивний метод (заснований на пріоритетному переліку X- змінних). Існує також безліч різних автоматичних методів.
Класифікація переліку Х- змінних по пріоритетах
Хороший спосіб визначити круг важливих Х- змінних полягає в тому, щоб уважно проаналізувати вирішувану задачу, наявні дані і цілі, яких ви хочете добитися. Потім необхідно скласти список Х- змінних, класифікованих по пріоритетах. Зробити це можна таким чином.
1. Виберіть змінну У, яку вам необхідне пояснити, зрозуміти або прогнозувати.
2. Виберіть Х- змінну,  яка,  як вам здається,  є найбільш важливою у визначенні або поясненні У. Еслі це викликає у вас утруднення,  оскільки все Х- змінні здаються вам однаково важливими, ухваліть вольове рішення.
3. Виберіть найважливішу серед Х- змінних, що залишилися, поставивши собі питання: "Зважаючи на першу змінну, яка з Х- змінних, що залишилися
, несе більше нової інформації, що пояснює поведінку
змінної У?"
4. Продовжуйте вибирати за цим принципом найважливіші з Х- змінних, що залишилися, до тих пір, поки не класифікуєте по пріоритетах весь перелік Х- змінних. На кожній стадії ставте собі питання: "Зважаючи на вже відібрані Х- змінні, яка з Х- змінних, що залишилися, несе більше нової інформації, що пояснює поведінку змінної У?"
Потім обчислите регресію, використовуючи лише ті Х- змінні з складеного вами списку, які здаються вам найважливішими. Обчислите ще декілька регресій, включаючи в свій аналіз деякі з Х- змінних (або всі ці змінні), що залишилися, і з'ясуєте, чи дійсно вони впливають на прогнозування змінної У. Нарешті, виберіть той результат регресії, який здається вам найбільш корисним.
Не дивлячись на те, що описана процедура виглядає достатньо суб'єктивною (оскільки залежить в основному від вашої суб'єктивної думки), їй властиві дві важливі переваги. По-перше, коли необхідно зробити вибір між двома Х- змінними, які практично однаково пояснюють поведінку змінної У, остаточний вибір залишається за вами (автоматизована процедура може в цьому випадку зробити менш змістовний вибір). По-друге, ретельно класифікувавши по пріоритетах свої незалежні Х- змінні, ви можете глибше розібратися в досліджуваній ситуації. Таке прояснення вирішуваного завдання може виявитися не менш корисним, чим результати множинної регресії!
Проблема неправильного вибору моделі. 
Перш за все, слід пам'ятати, що маса серйозних проблем виникає у разі, коли доводиться мати справу з тимчасовим, а не з одночасно зрізаними, наборами даних, стосовно якого допущення стандартної моделі лінійної множинної регресії про незалежність окремих спостережень не дотримується. Проблема тимчасових рядів не має простого рішення, проте множинну регресію можна виконати, використовуючи замість початкових даних процентні зміни між різними тимчасовими періодами.
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